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Auf Süitu 13 sollen die Formen 1) und 2) richtig lauten: 

/'.. - >• Fl + -V< (|. - l) J und 2>. - .<• (,J^ + l - l) 

Auf Seite 24, vierte Zeile von unten, soll es heisson anstatt: Corretationsprincipes, ricbtig 
Correlationsprincipes. 

Auf Seite 32 soll die zweite Form lauten: 

«/.'-■ . flu dir ,. V 

4 ( ^ .:— -I- f'iu , ) 

/.'; r \ COS' o • ■' W X ) 

Auf Seite 55 soll es in der ersten Zeile unter Form 18) ebenso wie in der bezüglichen 
Fussuote heissen anstatt: Nährungswerth, richtig: Näherungswerth. 

Auf Seite 65 unten soll es in den beiden Diflerentialgloichungen c) und d) anstatt 

/ (..) richtig /{..) heissen. 

Aut Seite ()6 soll zwischen 38) und 39) in der zweiten der beiden nebeneinander stehenden 
Formen ebenso wi** in der ersterun im Ziihler des i-Jruches 2 anstatt 1 stehen. 
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Die Beziehung der (Miimaligen Prämie zur Leibrenten-Mise mit 
Klicksicht auf (1<mi zu (irumle gdc^gten Zin.st\iss. 

I. 

Angesichts der sich immer mc^lir geltoiid machenden Nothwendigkeit. 
der allgemein sinktindou Tendenz dos Zinstiisses aiicli in der LebensvtM'- 
sichenmg die erfoi'derliche Aufmerksamkeit zuzuwen<len, drängt sich unwill- 
kürlich die Frage auf, ob im Falle einer V(jrznnehmonden Keduction jenes 
der Prämien berechnung zu Grunde liegenden Zinsfussos die Dringlichkeit 
einer vollständigen Umrechnung der versicherungstechnischen Grundlagen, 
auf den neuen Zinsfuss nothwendig vnrlianden ist und ob nicht auf dem 
Wege einer entspre(;henden Rectiiication die geeignete Vereinfachung dieser 
Arbeit angestreift werden könne. iJie Wicditigkeit dieser Frage äussert sich 
insbesondere darin, dass dii^ ITmarbeitung des ganzen Tarifmateriales beson- 
dere Mühe und Zeit erfordert und daher ein derartiges Auskunftsmittel l)ei 
Neuberechnung der Prämien sich als äusserst vortheilhaft erweisen müsste. 
Hinsichtlich der Form, in welcher wir diesbezüglich zu einem günstigen Re- 
sultate gelangen könnten, ist der Timstand in Erwägung zu zirOien, dass die 
Prämien der verschiedenen fundamentalen Versicherungs-Oombinationen sich 
als von einer einzigen Variablen aldiängig erweisen, indem jeweilig die Mise 
der entsprechenden temporären, bezw. lel>enslängliehen Leibrente das Wesen 
der zu bestimmenden Prämien bedingt, so dass die Ketiexion naheliegt, ob 
nicht bei veränderter Zinsfussgrundlage durch alleinige Ermittlung der Mise 
den Anforderungen Genüge geleistet werden könnte. In der fünften Lieferung 
dieses Werke?» wurde in einer Aljhandluug unter dem Titel : ,.Zur Theorie 
önd näherungsweisen Berechnung der Prämienresorve eines Versicherungs- 
stockes" dieser Gegenstand einer näheren Er«"»rternng unterwollen und gi?- 
langten wir in den Fonnen '»t) bis Vt) zu Resultaten, welche die Abhängig- 
keit nicht nur der Prämie, sondern auch der K*eserve von der Mise allein 
nianifestiren. 

Bezüglich der einfachen Todesfallvei Sicherung äussert sich dies in lU^n 
Formen 



1) 7', = .^ (' + '^ (!. ■ •)) 



und 



■ '1 '■•-•^(.,; - 1+1) 

i) • •■ -AV,. (,.,)- .-i (l '"■„"- ) 

worin il die Versicherungssumme und /• den Aufzinsungsfaetor bezeichnet. 
Um daher bei verändertem Zinsfussc die Prämie jß, festzustellen, ist es noth- 
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wendig, jene in diesem Falle sich vollziehende Rectiücatioii der Mise rech- 
nungsmässig zur Geltung zu bringen. Füi' diesen Zweck eignet sich am 
besten die Form 1), da dieselbe inatbematiscb die Qleichung einer G-eraden 
darstellt und daher die einfachate Recltnungsmethode zulüsst. 

Nehmen wir hierin die zugrundegelegte Versicherungssumme ■"> °- 1 an, 
indem wir Toraiissetzen, dass nicht nur die Mise M, für eine lebenslängliche 
Reute 1, sondern auch die einmalige Prämie /'r für eine Versicherungssumme 
in der gleichen Höhe <:rilt, dann erhalten wir gemäss der tillgemeinen Gleichung 
einer Geraden 

.y - ; 'ff ^- f i 
den der Form 1) entsprechenden Ausdrut^k. 

*) *--''- ,-^, + ;It 

worin also M^ die Ordinate und P.t die Abatisse bedeutet, während der 

Neignngswinkel dof (joniden zur Aliseissennxe dnridi (y a; = - - r-gekenn- 

zeichnet ist und der Abstand des Schnittimiiktes der Graden mit der Ordi- 
naientaxe vom AufangKpunktf des Omirdinatensystemes dureh h •= . zum 

Ansdruekü gKlaiigt, 

Krleidet nun der Anfziiisungstartor r = 1 -j- 7, in welchem (J •" ]')0 ■/ 
den zugnindegelegten Zinsfnss bedeutet, eine Veründening, so wird sowolil der 
Neigungswinkel zur AbeisseniLse :■:, als aiirh di-r kürzest« Abstand des Ordi- 
nfttenschnittpunkt*!H von der Abcissoniixe b eiim Veränderung erfuhren. Hin- 
gegen wird der kürzf^te AUstand des Abciwsi!n«clinittpuiiktes dieser Geraden 
von der linlintik-naxe cnnstiint bleiben. luid zwfir ist dersellu' n == 1, wie dies 
aus der (ijeieliung 1), im Falle in diMsellieii M - = gesetzt winl, hervorgeht. 

Ks ergilit sich nänili<:h für M = M /'. --= « ■ I 

und für /'. - .]/, ^h - -J~~^ 

welolin Wertlie wohl blos llieorelisc-h in Jletnichi kommen kr>nnen. 

I'ii'iiiyt man dülicr zwei nder niolirert- Ziiisfiisse in Roi-Iinnng, mo wird 
mit jittlom dersell)(iu .'ine imden- üerjide curre-jpnndin'n. Doch haben alle 
diese Gorndeii den Si'hnilfpniikt mit dev Abseissenaxe geriieiiisiim, so das« 
wir es hier mit einem Slralilenbüselnd zu thun haben, in wuli-liem lÜe ein- 
zelnen Stridilen versidiiedemn Zinslns.sen enlsprerhen. 

Denken wir uns didier /wi-i d-Tarti^e f-Jerade 'i und <>■ in eiueni t'oov- 
dinatensy Sterne dargestellt nml bezeiidmcn wir ihren gemeinsamen Hcliuitt- 
punkt mit der Abfttjissenaxe diiveli den Hnchstalien -1, die Schnittpunkte der- 
selben mit der ( irdinatenaxe liiiigegi'ri mit /■' nml /i', so werden zwischen 
diesen beiden Geraden gewisse Heziehungi-n In-iti-lien, welehe in der gemein- 
samen Form ihrer ;inalytiselien Funotion begründet sind. Der Geraden '.<' 
innsM niimlii'h iinalo-i üur b^nrni !■■ ilie Gleiihniiij,- 



Grossmanu: Die Matliematik im Dienste der Nationalökonomie. l'i 



r' . . . . . _ r' 



5) M\,'^^^P'^-/^ f-/' 

r'+ 1 r' — I 

entsprechen, so dass hier tg x' ^ ^ ■ wie auch dementsprechend b' = - - 

sich ergibt, wohei natürlich der Anfzinsungsfactor r' einen anderen Zinsfuss 
als r repräsentirt. 

Während also der Neigungswinkel der Geradon G zur Abscissenaxe durch 
X ausgedrückt erscheint, wird derselbe bei der Geraden G' durch a:' zur Dar- 
stellung gelangen, su dass di«* beiden Geraden den Winkel 'j^ — w' einschliessen 
werden. 

Soll nun für einen der Geraden G entsprechenden Punkt der correspon- 
dirende Punkt der Goraden G' orinittolt werden, was derart zu verstehen ist, 
dass beide Punkte als Functionen von M, und /^r, resp. M\ und P'r der gleichen 
Altersclasse w Genüge leisten, so werden vor allen Dingen die Bedingungen 
zu ermitteln sein, welche zwischen den beiderseitigen Functionen bei con- 
stantem Alter jedcKfh veränderlichem Aurzinsungstactor r bestehen. 

Greifen wir zu diesem Zwecke «u(* die bereits gemannte Abhandlung in 
der fünften Lieferung nochmals zurück, so finden wir in der Formel 524) der- 
selben jenen Anhaltspunkt, welcher in dieser Hinsicht geeignet ist, über die 
Beschaffenheit der einmaligen Priimii' den nrithigen Aui'schluss zu geben. 

Es ist hier nämlich die auf dem Wege entsprechender mathematischer 
Ableitung ermittelte Form für 1*, durch die (ileichung 

\\\ l\ . n, -^ S.\ r - • (/ L. -i- (.-onsi. 

dargestellt. Da wir nun den Werth fiir ö' durch I ausgcilrückt haben, so wird 
dasselbe aus der Rechnung verschwinden und crhalren wir aus dieser Form 

/•. /^ - L, r ' ~ \ L. ilr- + Oonst. 
beziehungsweise, da />, =- L, . r- ist. die Relation 

(Vnst. - C f.. d r- ' 



• < 



Ebenso lässt sich aus der in der gleichen Abhandlung dargestellten Form 1.3) 
die Gleichung 
H'\ M, 1). == Tonsr. - \ /). *h- ^ Con.st. -- \ A. r ' . ./.r 

ableiten. worau.s sich durch den gh?iclien Yorgan.12: die Relation 

* 

M. D, - (^»nst. - /- Ji ' '/•' -r \ (>'" ^^•'•; ^ J., 

ergibt, welche nach durchgofülirter Rechnung in folgende übergeliv. E> ist 
iiämlich : 



• — .1 



« 

daher daft Resultat: 
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JU, />, = Gunst. - L. (( 
respeütive 

M. />, =. ('unst. -i 
tVilgt. welclioa für M, (!i?u Aiiftdruuk 

I 



■M<-t) 



Cuiiat. - \ - (/ 
1 /.- 



HifirauM ergilit sich difv i'ür niisci'e Zwei'kti tirauclilmre Ausdruck: 
Coiist. - \ . d f,. 



lr--\ -■:/--- ,_t 



Auf diösei- tirundliige sind wir iiiiii in der Lagf. der AuiiH.hme eines 
constHiiteii ■■•: und piiies varialdBii Aiifzinsiiugsfaflors i- Reclimiiig zu tragen, 
indem wir alle t'acloren, in wiilchcii die I'erivatiuii iiai-h »: das Wespu dieser 
Formen liet'inJfusst, aiw di>i' R.eulmung eliniiiiiren. 

lJuri;li g'.'i.'i;jiiet<i AnwfndiiiiK dieser Korin wird es uns inögHuli, den Ein- 
iliiss eiriKf Ziiisfussveräiiderun;^ auf die vom Aufziiisuiigsfaotur abhängigen 
Functionen der Mise und der einmaligen Prämie vom matliemati:!chen Üeaiehta- 
imnkty aus zu beurtheilen und demeuLipreehend die Beziehung ihrer Be- 
schallVtnheiten in verschiedeneu Stadien der Variation reehuungsmässig dar- 
KU stellen. 

Di(S(> Thatsache ist ifeeignei, vorderhand die Rii-htnng zu kennzeichnen, 
nach welcher hIcIi unsere die^^bezüglieliftu Unterriuchungen zu bewegen haben 
werden, nm den Anl'urdernngen in dieser Hiuaiclit Bei'hnung zu tragen. 

Die Besi'lialfüulieit der (if*raden - (^loiehung Ij ist eine derartige, dass 
hierin die Beziehung 'li.-r beiden Vnriablen M, und /', durch den Anfzinsungs- 
factor allein hedinjrt. ist. währeml dan Alter -c al.-i vcrhorgene Variable, von 
welcher sowoiil -1/. als auch /', al>hiingt, auf die Bescliaifenheit der diesbezüg- 
lieheu Function keinen directi^n Kinlluss ausübt, so dass deren Wesen wohl 
in der Veriinderlielikeit der Coordinaten sieh ausdrückt, doeh iu deren FiiuctioD 
selbst eliniinirc er,seliein(.. Wenn wir nun di'uuoeh das Alter .'■ in den Bereich 
unserer Itei'linnng ziehen, so t^eschieht, ifs, tun die eorrespoudireuden Wert.fae 
der beiden t'nordinaten bei gleiebeii Altern zu ermitteln, sobald die Verän- 
derung de« .Vnfzinsuiijisl'at'lors die Funi-tion derselben beeinflnsat. Im Prinoii« 
handelt es sich idso nm dif Kesiiinniniig Jent'S 'Je.sotzea, nach welchem bei Yer- 
iiudernng il"s Aufzinsuugsfai-lors rlie den einzelnen Alter.selassen entsprechenden 
I*utiktii der ü;t^gebenen Tieraden im Systeme ihrer jeweiligen Stellung sich . 
verschieben. 
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Die Beziehung der einmaligen l^räniie zur Leibrenten-Mise mit 
Rücksiclit auf don zu (irund«' gologten Zinsfuss. 

IT. 

Aus der Fonn 10) der vorigen Abliaiunnng ist zu eiituehmeu. dass be- 
züglich des Verhältnisses zwisclien Mise und einmalige Prämie bei Ver- 
änderlichkeit des Aufzinsnngsfactors /• und gleichem Alter, sich eine Ver- 
schiebung des Punktes g in g' derart vollziehen niuss'^). dass die Verbindungs- 
linie zwischen beiden die Tangente einer Hyperbel darstellt, so zwar, dass 
jene den verschiedenen Altersclassen entsprechenden Verbindungslinien ein- 
nnd dieselbe hyperbolische Curve berühren. 

Es ergibt sich nämlich durch Dillerentiation des Ausdruckes 

die Kelation 



1-^, r-V dJ\. r—\ 1-I\r 

welche oflfenbar die Tangente einer Hy[)erbel darstellt, wenn die Veränder- 
lichkeit des Aufzinsungslactors r als leitend angenommen wird. Aus dieser 
Form geht aber auch hervor, dass jene Hyperbel eine gleichseitige sein wird, 
wenn auch nicht ausgeschlossen ist, dass der Neigungswinkel ilirer Hauptaxe 
zum ursprünglichen Axensystem ein(* abnormale Abweichung uufweist, indem 
derselbe mehr oder weniger als \')^ beträgt. Dieser Umstand führt zu der 
Conclusiou, da.ss bei Feststellung der Wertlie der betroffenden ('onstanten 
dieser Cur\'e sich Schwierigkeiten ergeben würtlon, deren I'eberwindung mit 
dem Werthe des Resultates nicht in Einklang steht, wenn auch nicht bestritten 
werden kann, dass bei bekannter Gleichung dieser Hyperbel der Punkt y* auf 
directem Wege sich allgemein ermitteln Hesse, indem durch jeden Punkt // 
zur Hyperbel jeweilig eine Tangent«' geführt werden kCmnte, welche mit der 
Geraden G' zum Schnitt gebracht, den gesuchten correspondirenden Punkt /y' 
bestimmen würde. Durch allgemeine Darstellung dieses Schnittpunktes wiire 
auf diese Weise den Anforderungen Genüge geleistet. 

Es muss sich uns jedoch (hiruni handeln, auf einfachere Weise zum 
[; fiesnltate zu gelangen und werden wir dies auf fnlgendem Wege versin-hen : 
• Es ergibt sich nämlich aus obigem Ausdrucke durch Ditferentiation nach r 

M, "~ M, ' M. ^ " /-• ^'''■'^''* "7/7 ^dST. ~~ M. ) ^ "' r^ 
und nach entsprechender Substitution 

tiJl/. /" dl Mj. 7~~ 

laratts folgt für das Mittel zwischen den Punkten // und (j* der Ausdruck 

*) »/ und //* i'ntsiMTi-licn i'-irn-sponilin-inli-h ruiikH'ii ili-r (n railcu (» und ^". 

3 
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Betrachten wir nun die Formel li^* wt?klie mit Eiu-ksiclit auf den Werth 

von k 

J tff n =^ — cos '1 n 

lautet, so finden wir, dass diese Gleicliuug aurii dann autrecbt bleibt, wenn 
u den Bogenwinkel ^ um ein Geringes übersteigt, und zwar wird dieser Zu- 
wachs bis zu 2" zulässig sein, olme die Giltigkeit der Gleichung zu beein- 
flussen. Der Form 12) entsprechend, ergibt sich nun durch Substitution des 
ursprünglichen Werthes 

14) M« M—r^j die Gleichung ^^S = e ^- ^ = e 

M. ^ M. 

und da thatsächlich der Quf»tient -;,- die Zahl 1 blos um ein Geringes liber- 
al/ '=' 

schreitet, indem der Winkel n im Maximum ])los um l*r>" grösser als j ist. so wird 

diese Form für sämmtliche Aherschissen Giltigkeit besitzen. 

Nun handelt es sich darum, den Winkelzuwachs /; für die einzelnen Alter 
zu bestimmen. Zu diesem Zwecke ist es nothwendig, denselben hinsichtlich 
seines Maximums und Minimums zu untersuchen. Im höchsten, wahrschein- 
lich erreichbaren Alter ./■ = 100 ist die Mise für jeden zugiimde gelegten 

Zinsfuss stets gleich 1, daher M\i)o = i^^'ioo = 1^ somit auch^/ a = 1 oder ?/ =. — 

und r •=. 0. 

Hinsichtlich des jüngsten Alters, also für ./• = wird für die Ermittlung 
des Verhältnisses zwischen den Misen M' und M die aus der Formel -) der vorigen 
Abhandlung sich ergebende Eelation zum Ziele führen, und zwar ist 

r - 1 

Wird nun jene auf die Versicherungssumme 1 berechnete jährliche 
Prämie für das jüngste Alter durch die reciproke Zahl des höchsten wahr- 
scheinlich zu erreichenden Menschenalters, d. i. durch -- — ausgedrückt, so 

ergibt sich als Grundlage des Maximums beim Winkelzuwachs 

1 ^ /— 1 

IAA ^^'^ ^^^^ 

lOO r' 

und somit der Winkelzuwachs während des gesammten Menschenalters 

I7> «.-«... - arc tg 1/T-— C " \ '^^^ ^^«l^^r """ji^o"" = " 



1 




/■-l 


IIK) 


+ 


r 


1 


+ 


/'-l 


KK) 




r 
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der Wiiikelznwaehs in einem Jahre. Da jedoch c im jüngsten Alter das Maximum 
nnd im höchsten Älter das Minimum erreicht, so wird 

O = (100 — a; — 1) 5- 
den jeweiligen Gri^siimiuT Zuwachs In den verschiedenen Älteraclassen darstellen. 
Derselbe erweist sich aber nicht als durchaus regelmässig, weil auch ^- nicht 
ganz genau ermittelt werden kann, da jeuer für verschiedene Zinsfüsse sich 
bei der jährlichen Prämie auch im jüngsten Alter ergebende kleine Unter- 
schied hier in der Rechnung unberücksichtigt bleibt. Ea wird sich daher eine 
Correctur als zweckmässig erweisen, so dass nachstehende Foi-m der Anfor- 
derung beiläufig zu entsprechen vermag 

IS) f. -=aO<J - ,(■ - 1)-- — (100 4-a.-- i|~ 

demnach erhalten wir als endgiltige Formel für das annäliernde Verhältniss 
zweier, verschiedenen Ziusfüssen entsprechender Leibrenten-Misen 

Hli M'.. — .1/, t!r ['. + '100 — .'■ - I i > — (.lOU + .'■ - 1) '?'^1 

Ist daher M.- gegeben, so lässt sich .1/', direet berechnen. Nehmen wir z. B. 
den für M, zugrundegelegten Ziusfuss mit !•"„ au, so wird falls .lif'^ dem Zins- 
füsse von y'.';".„ entsprechen soll, folgendes Resultat sich ergeben: In diesem 
Falle ist /■ = 10t, -' = 1 Uy.'j und der Form 17) gemäss %—h,„o = 1* 26' '^*>", 
daher der einjährige Zuwachs ?■ =^ '>-2". 

I>araus ergeben sich tiir ,1/' beispielsweise für die Alter von 18, 58 und 
70 Jahren die Werthe 

„ _ IS , ~ + f = .UV S' 1 1" M. = I'J'CSÜ? .1/',. =-■■ -21 iU 
ic - .iM , -^ - ,■ = iTj» :i-y \i" .y = 1 10463 M\ = 11-47 

,, = 70 , ^ i- '■ ■= 4.-." -2& 17" J/. = 7 3172 M', — 7-50 

Da nun mittelst der Formen Ij und -2} der vorigen Abhandlung sich aus der 
Mise, sowohl die einmalige als auch die jährliche Prämie ermitteln lässt, so 
ist hiednrch den Anforderungen in.-;of<;nio Uenüge geleistet, als dies für eine 
appvo.Kimalive BesTininiung <liesi'r Wtithe hinreiclit. 

Wo eine Feststelhmg derselben in prüciserer Weise sich als nothwendig 
ln'runsstcllT, dürfte jedoch diese Methode kaum genütren und ist es in dieser 
Hinsieht erforderlich, auf dem Wegf weiterer niatheniatischer Untersuchnngen 
die näheren Grenzen der zu bestimmenden "Werthe gonioiuetrisoh wahrzu- 
ne Innen. 

Zum Zwecke der Ermittluny genauerer Werthe werden wir daher in einer 
der nächsten Abhandlungen die betretfende Rectiticatiousformel zur Dar- 
stellung zu bringen suchen. 



£ Grii^smann: Die Hathemalik im Oien^te der Naiioiialökuiiomie. 

Hinsichtlich dessen verweisen wir auf die bezüglichen Ausführungen, 
l)<-frellend die allgemeine Integriition der linearen Diflcrenlialgleichungen 
h'herer Ordnuntr (Lief. IV. V, und VI. Anhang), in welchen das Wesen dieser 
F'-rmen in erschöpfender Weise behandelt wird, sowie die beweiskraftige 
Liarstcllung jener Bedingungen erfolgt, unter welchen eine Beziehung in 
diesem :^inne besteht. 

Im .-Vbsatz 111 dieser Abhandlung (Seite 22 und 2;{) wird der Nachweis 
i:^clührt, dass diese beiden versicherungstechnisch so wichtigen Curven that- 
süchlich jener Beziehung zu einander entsprechen, welche für Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung im Allgemeinen die Grundbedingung bildet. 
Diese Beziehung, welche sich in der Form 



äussert, bildet nach Form 109) dieser Abhandlung dasjenige Fllement, welches 
das Vorhandensein einer diesen DitVercntiaigleichungen eigenthüm liehen 
Bedingung kennzeichnet. Von Wiclitigkeit erscheint hiebei der Umstand, 
dass diese zwischen den Urdinaten L.^ und >i\, der beiden Curven unter 
Vermittlung der gemeinsamen Absc-issc .r bestellende Beziehung in der 
Funi-lion einer Kcihe vun \'t'rhUltnisszahlen basirt, welche ' in diesem Falle 
als Wahrscheinlichkeiten sich präsentiren. Fs lässt sich also umgekehrt der 
^ichlus8 ziehen, dass das \\'esen dieses den DitTerenlialglelchungen zweiter 
Ordnung oigenthümlichen Flementes im Allgemeinen einen gleichen oder 
ähnlichen Ursprung aufweisen dürfte, was auch vom rein mathematischen 
Oesichtspunkte nicht ohne Bedeutung ist. 

Mit Rücksicht auf dieses Hrgebniss lassen sich daher die Principien, 
welche die Differentialgleichungen zweiter Ordnung charakterisiren, auf 
diese Relation im speciellen Sinne anwenden und mag in nächstfolgenden 
Auseinandersetzungen die nähere Kennzeichnung dieser Sachlage zur Er- 
örterung gelangen. 

Im Absätze IV der genannten Abhandlung über die Integration der 
linearen Differentialgleichungen höherer Ordnung linden wir die Gleichungen 
der in Beziehung zu einander stehenden Curven in diesem Verhältnisse 
durch 

b) H" =/(■*) ■ !f und ;" = ,■;.? 

allsemein ausgedrückt, wobei zwischen ji und /{x) die Relation 

besteht. Nun lässt sich aber gemäss der Form 1119) dieser Abhandlung 
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folgende .Sub>titati«»n vornehmen. Ks ist n^unlich in diesem Falle .v= - Li 
und i = — n-, und daher ersreben sich die Formen 

Cr -—-- =/\x^ und d L=_ •" y,t> 

Ferner besteht bekanntlich zwischen /-, und ir. die Relation 

L'r _ !^ ±^ 

welche mit Rücksicht auf den Umstand, dass 






die Darstellunsr von /iv durch eine Function von 9i\ ermöirlicht, iHirch 
entsprechende Substitution in die Form d\ erhalten wir sodann den Aus- 
druck 






so dass eine directe Reziehunsr zwischen «•, und .v slattllndel und demzu- 
folge in dieser Form die DilTerential-lileichunir Tür eine der beivlen hier 
in Beziehuntr zu einander stehenden (,'urven erhlickl werden muss. Hiese 
Form correspondirt mit dcrjenisren in 131) der trenannten Abhandlunir voll- 
ständig und bildet ebenso wie diese die Handhabe zur Krmittlunir iler al;r*'- 
braischen Gleichunür dieser Curve. 

Der Form e) premäss erijfibl sich nämlich der Ausdruck 

•* M6 \x+2CJ 
und demiremäss erhalten wir die partiellen Inteerrale 



er 



) 



äfV^ ,31 dx i r n 






Es ergibt ^ich somit nach vollzogener Integration die Gleichung jener 
Curve, welche die Beziehung zwischen dem Alter x und der wahrschein- 
lichen ferneren Lebensdauer ii'_^ zum Ausdrucke bringt. 

Dieses Integrale ist nämlich im Getrensntze zu den bisher auf vielerlei 
Art berechneten, thalsächlich in gesi'hlossener Form intc^grahel, welche 
Eigenschaft demselben einen besonderen Vorzutr verleiht, weil hier das 
erste Mal auf rein deductiven Wege für die Gleichung der Curve der fer- 
neren Lebensdauer -Wahrscheinlichkeiten eine geschlossene algebraische 
Form resultirt. Die Wichtigkeit dieses Ergebnisses lässt sich erst ermessen, 
wenn man die Abhängigkeit des gesammtcn versicherunirstechniscMuin 
Systemes in analytischer ileziehunir von dieser Curve in Hetraclit zieht und 



iin>^^j[Kin:i: ffi«- Mi'itlH'in.'itik iin /M^Mi-ti (!m .\.ili'>ri:il''i <'ri'iMii< 



J'i 



Jie iniiiheinatischf* \Valirschoinlichkfit?-th<*ori*' \}i'^\\\vj\ .l«*<l<' rji«'' ul.iiiofi cIm« 
aui Hinem Calc-ul bcM'uht. wird (Jah^r fin«' \'or:Hjr><-i/.ijn:/ zur 'ii'uii«lt;i(/i' 
liiiben. welche das Ma«;? der \\'ahrsrli«'inlj''hk<'iti'ji jirr und yfyt'U d;i:* ^i«' 
lin;:f-ii derselben in sich l'a.sst. alf?n in d^-in '/fj^uri-Ov/^'U Ah-/»;i:/«n di-i- 
JünMi^en und un grünst iL''en Than^'-^-n he^t<'ht. 

^^ enn nun .Jemand ein»- L^eiche od^r JihnJj'h'- r yi'* uUi* ** »u h« n-M^ 
eiri:je Male unternMmiiif-n hat und die--<-]b" ■ \\*-: '/"jijfi:"/i ;>:> ut\*M\^iir/*u 
iSt. >■• wird f'T vllenbar der L''i'uj--ti::'-ii ^ iiHSif*- '-.i. yr'>>'/«> \'t'r\ti)nt n 
*'^*^r^frTii'T:i.jrr.. m1> dir:? d*-r Fall wfjr'-. '.^eiin '-r n-j- «••*'•': M-ji ^j"b n» t-iu*- 
soichr >;«r. l:j:i:: -n e:n!a=-s'-n "A''jrde. d h rii'* 'iT,'U-r*-ti '»**,r^*u di« 7,*rt'* ^ 
5:chT 'V ■-:■:: i- n.:: d»--Tri \\ ird'-:K''jV-ii h.i/r'-if'-f: 'l'-r '* 'y?;i'j>><*/.'j;j/<n «J/^d 

n'K-h v.-^;-:.^r *..;. .-: M ;:>.•:■:-> - r^er ;:'-:.•';. :.. :'^* '/; r^'v.*:' rri •;*.;/ 
•-*:Tirr .-.ijr:-:. L'i--: .'-.:.:. --i ,-:.►. ■• ' : " - v • •• •' }.;. "v i ■,•;••«•' •,^»».« 

\ve.«""i.^ ■_j 1—7 ,'-r "^* *•:-• i »-^ 



• • t 






ba^.r: ? i ■ > 
. t ^^ - - . 

'i\eL i"'-' _'• --.^ 
:ni :.'. :.r-^i .'-, 

h" ^^-. • ■ ■ -. 

djrjf: T : :-:- 
Per ,:- : . . 

iriTj^rM : - : - 



i^'-«*'. « 
«'»"*..- ' 



' ■- • • 






^ ^ • 



pr !(:-!. 



. .. * - .— 



ver^■ :. -•; . i . , • ^ 

fdl '-• --• ... 

?-- *•■ -V.: - ■ ' .. 
reife ^i -j:_^ . ._^ 
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Die Beziehung zwischen der Curve der wahrscheinlichen Lebens- 
dauer und der Curve der Lebenden als Element einer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung und die hieraus entspringenden 

Conclusionen. 

II. 

Auf Grundlage der bisherigen p]rgcbnisse lässt sich nun für die 
Beziehung zwischen dem Alter x und der wahrscheinlichen ferneren Lebens- 
dauer fUjc eine geschlossene algebraische Gleichung ableiten, welche allen 
Anforderungen mathematischer Zuverlässigkeit entspricht. Es kann sich 
hier nur um die Art handeln, in w^elchcr die Integration der ermittelten 
Relation 



'^^ X 






zur Durchführung gebracht wird, da die Irrationalität derselben eine solche 
im directen Sinne nicht zulässt. 

Wir werden daher versuchen, durch geeignete Substitution zum Ziele 
zu gelangen und setzen zu diesem Zwecke den Ausdruck 

x-\-2C 

- — tgu 

darnach ergibt sich aus obiger Gleichung der Ausdruck 

3 + 1 .. ^ +l-3Sm//^ 

w ,t + -r " - 7~ci~ — respective dWr - - ro- "^ 

4 4 bm u ' 4 Ol« // 

Nun ist aber 

dX ^ \\Wr - ? - + (? tt dW^. I 

V cos- n / 

somit erhalten wir 

, +1—3 5«! u ^ , + 1 - 3 Sin u ^ 

c>tn n . Cos- u Cos n 

und daraus durch entsprechende Anordnung 

div^ (+ 1 - 3 Sifj n) du 



^^^ Sin n . C^^ « |3 Sin u + Cos w 4- IJ 
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mithin also 

r (1-3 Sinjil du 

I w *- C .ft*'"^"* " ■ t-os/i |3 ShtH + Costt — l| 

_ l" (1 + 3 Siujt)_du 

II ,j, _ (1^ Ä jSin n. Cos n |;( -SVii » + Cos « + l| 

Die Integration dieser beiden Integrale lUsst sich nun in folgender Weise 
durchführen: 

itczcichncn wir die betreffenden Integrale der Kürze halber mit Ji 
beziehungsweise mit 7//, so erhalten wir folgende Uelalionon: 

f \\ — 'dSinu—Cosu + CosH)du _ ,, l' f^« 

' ~]siHit.Cos 11 [3 S(« «+ Costt-\\ ■^" ~ .1 Siült\\ ~Costi — 3 Sinu\ 

_ f (1 + -^ Sin u + Cos H — Cos n) ^« _ , , (' </« 

'' ~ J 6V« « . Z'os u |3 5m k + Cos u+V\~ * " .' Sm n\\ +Cos tt + ii Sin n\ 

Substituiren wir nun hierin 

1 + /- 1 + /- 1 + (* 



-u = i , so folgt .?;■« » — "^ , Cos H = -—3 und ti« ^ 



und es ergibt sich somit 

In Consequenz dessen ergeben sich für jv., die beiden Werthe 

1 , 

k) 1. w. C, -^^^,e~'" und 11. ^y, -C-, -"-■-?- ,-6" 

wobei jene dem Inlergralc cnfsprechonde jeweilige Constante mit C^ ver- 
sthmilzL 

Nachdem nun hierin t = tg .^ n ist und unserer ursprünglichen Voraus- 

X + '2C 
solzung gemii.ss fg n --^- -- ^ angenommen wurde, so ergibt sich 
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I) 



und demzufolge 



m) 






X + 2C- 8 



/ 



1-/ 



7« ^^-r 



SO dass sich für die Abscisse x dieser Curven die Relationen 



n\ I. 



- SC^ 



1 



(/-3)^ 



e 






-2C und IL .r = 8Ci 



1 

/T 



(3 / + 1) '^ 



e -2(? 



er-reben und es crelten denigemäss für die Beziehung zwischen dem Alter x 
und der ferneren wahrsclieinlichen Lebensdauer w^ die durch die vermit- 
telnde Variable / bestimmten Gleichungen 1. und IL*) 

Es handelt sich nun darum, die Constanten C und Q zu bestimmen, 
was durch geeignete Substitution der Ordinaten einiger gegebenen Punkte 
erreicht wird. Es werden demgemäss je nach Massgabe der in Betracht 
srezogenen Sterbetafel die Constanten eine entsprechende Aenderung er- 
fahren. Das allgemeine Gesetz aber, nach welchem die Absterbeordnung 
erfolirt, ist durch die Function dieser Gleichuntren zur Darstellung Grebracht. 

Im Wesen selbst bedeutet dieses Ercrebniss einen auf analytischem 
Wege sich vollziehenden Ausgleichungsprocess der Sterblichkeitscurve, 
indem durch Substitution der thatsächlichen Sterbenswahrscheinlichkeiten 
und der entsprechenden Alter in diese Gleichung eine Reihe in ihren 
Werthen nur beiläufig miteinander übereinstimmender Constanten sich ergibt, 
worin die eigentliche Abweichung vom continuirlichen Verlauf des Absterbe- 
gesetzes sich äussert. Da jedoch die Ursache dieser Abweichung, vom mathe. 
matisch-statistischen Gesichtspunkte aufgefasst der Unzulänglichkeit des 
statistischen Materiales zugeschrieben werden muss. welche in der mathe- 
matischen Ausgleichung ihre Correctur lindet. so erfolgt eine solche im vor- 
liegenden Falle dadurch, dass für die sich jeweilig ergebende Reihe von 
nicht gänzlich in ihrem Werthe miteinander übereinstimmenden r'onstanten 
das entsprechende arithmetische Mittel ermittelt wird und dieses als eisrent- 



X 4-2 6- 
*"! Im Falle V « = — — , — V"r;iu>^'esetzl wirJ. tr/il-t ri-.L 

1 — r- 



I. 



^^■.r 



e 



K. 



(3/— 1) • .; - 



x = -8c", 



/ 2 



u!.-.i H. 



1 — - 



1 



e — -' c-' 



. = - sc 



- ,e 

, 1 



(3/--i;t 

uimI demenUs^^recIiend eine «lieber Ijetlinj:unp' ant'oint-st.-n.- >!■• iiri-.Mt'.in 'I»:-r ".i!e^i•ezj,::^•:.v:. rur-ci.oaor:. 
Inwiefeme jetlock die eine oder dir uihlt-rt- V«.>rraut5etzüEp' dt-n jrükti-cl.en Anijriennj:*;: «.ir:::;.*r 
leisten vermag, werden die weiteren l'nlersucLuiic'en iji dieser Bez:eLunj er^t-es. 

5.« 
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jeweilige Summe der beobachteten Wahrscheinlichkeiten, welche also auch 
die Lage des Berührungspunktes bedingen. Da nun mit diesem Punkte die 
Wahrscheinlichkeit der Conversionsreife in ihrem Maximum zusammenfällt, 
so ist damit ein wichtiger Anhaltspunkt für die Losungunserer Aufgabe gegeben, 
Ks ist nämlich infolge dessen der jeweilige Winkel bestimmt, unter 
welchem diese Verbindungslinie zur Abscissenaxe geneigt ist, so dass sich 
deren Projection auf dieselbe bestimmen lässt, sobald der Abstand der Segment- 
basis von der Abscissenaxe ermittelt werden kann. 

liier mag nun die Annahme, dass die Gesammtsumme der Wahrschein- 
lichkeiten sich zur Summe der beobachteten Wahrscheinlichkeiten verhält 
wie der Abstand des ursprünglichen Marktpreises vom Nominalw-erthe zu dem- 
jenigen Curszuwachs, welcher sich während der Beobachtungsperiode ergeben 
hat, ein den Anforderungen annähernd entsprechendes Resultat bieten, da that- 
sächlich ein solches Verhältniss rcchnungsmässig, wenn auch bloss in approxi- 
mativem Sinne besteht. Auchkann der etw^aige kleine Fehler, welcher durch diese 
Annahme entstehen könnte, umsoweniger von Bedeutung sein, als auch der 
viel complicirtere analytische Weg nicht zu ganz genauen Resultaten führen 
kann, weil in den gegebenen Beobachtungszahlen zu geringe Anhaltspunkte 
für eine ganz genaue Bestimmung der Constante C, d. i. die von der Curve 
eingeschlossene Gesammtiläche, vorhanden sind, so dass hier mit einer gew- issen 
Schwankung in den Resultaten von vornherein gerechnet werden muss. 

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten des Nichterreichens der Con- 
versionsreife innerhalb der Beobachtungsperiodo von 6 Jahren ist 

6 — fv^ — iv^ — ivq — iv^ — iVr^ -■ - w,. = 4-3468 - 
demnach, da die Difl'erenz zwischen dem ursprünglichen Marktpreise 82 und 
dem Nominalwerthe 100 gleich 18 und der Curszuwachs während der Beob- 
achtungsperiode gleich 8 ist, folgende Relation zur Geltung gelangt 

[fvy, + 4-34(.)8 _ 9 

^f34i)8 "^ 4 

und somit ist (;f) ^ ^ 5*4335. 

Daher die Ordinaten für die Wahrscheinlichkeitscurve 

für die Abscisse / = 1 , w = 9*7803 
)) » » i == 2 , fv -- 8*8829 

» » » / = 3 , w = 8-0777 

/ == 4 , IV = 7*2985 

/ ^ 5 , iv = 0-5582 

» )) » / -= 6 , w = 5*9387 



)) )) » 

» )) )) 



t ^ n «; =^ 
Um nun «, das ist den Zeitpunkt der Conversionsreife zu bestimmen, 
ist es nothwcndig, den Neigungswinkel der Verbindungslinie zwischen den 
beiden Curvenpunkten der ersten und letzten Beobachtung festzustellen, da 
mittelst desselben auch der Schnittpunkt dieser Linie mit der Abscissenaxe, 
in welchem bekanntlich iv = w^rd, fixirt wird. 
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Die Beziehung zwischen der Carvc dei- wahrscheinlichen Lebens- 
dauer und der Curve der Lebenden nls Element einer Differential- 
gleicliung zweiter Ordnung und <lie hieraus entspringenden 

Conclusionen. 

ni. 

Bevor wir auf die praktische Anwendung jener Form, welche die Curve 
der w^ahrscheinlichen Lebensdauer analytisch darstellt, übergehen, wird es 
mit Rücksicht auf die für die Bestimmung der Gonstanten belangreichen 
Bedingungen sich als zweckmässig erweisen, auch die Gleichung für die 
Curve der Lebenden in geschlossener Form vorerst zu ermitteln. 

Auf diese Weise gelangen wir nämlich zu weiteren Anhaltspunkten, 
für die richtige Beurtheilung des Verlaufes dieser beiden von einander ab- 
hängigen Linien und werden zugleich in die Lage gesetzt, die Genauigkeit 
und Verlässlichkeit unserer Resultate durch entsprechende Versuche gegen- 
seitiger Ueboreinstimmung derselben zu prüfen. 

Insbesondere der Umstand der gemeinsamen Abscisse der beiden Curven 
bietet eine werthvollo Handhabe, um bezüglich der Feststellung der ent- 
sprechenden Conslanten leichter zu einem Resultate zu gelangen, was umso 
w^illkommener ist als die transcendente Beschaffenheit der gegebenen Formen 
sonst eine äusserst complicirte Ermittlung derselben voraussetzt. Auch muss 
es von Interesse sein, das Wesen der beiden, hier einem bestimmten Gesetze 
unterworfenen Wahrscheinlichkeiten in ihrem Zusammenhange einer wissen- 
schaftlichen Beobachtung zu unterziehen, da vielleicht auf diesem Wege 
manche bloss empirisch wahrgenommene Erscheinung ihre wissenschaftliche 
Erklärung linden dürfte. Wir werden deshalb auf ähnlichem Wege wie bei 
der ersteren Curve mittelst Integration der entsprechenden Differential- 
funtionen hier zum Ziele zu gelangen suchen. 

Wie bekannt, gilt für die Beziehung der beiden Curven die Form 

worin den festgestellten Resultaten gemäss 

dx , ( (in , dv)r\ 

bedeutet.*) Hieraus ergibt sich nun durch entsprechende Substitution 
die Form 

p) 



dx 4 du 



w.r Cos u iß Siu u H- 605 // -t- 1) 

*) In der vorigen Abhandlunj^ felüen infolge eines Druckfehlers in der bezüglichen Relation 
die beiden Klammem. 
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müssen, da dieselbe mit der Curve der wahrscheinlichen Lebensdauer den 
Wendepunkt gemeinschaftlich hat. Diesbezüglich mag nachfolgende Figur 
den Verlauf der beiden Curven bildlich darstellen. 




Hier repräsentirt nun die Linie A* IV T^ die Curve der wahrschein- 
lichen Lebensdauer und B' W T^ die Curve der Lebenden, wie selbe nach 
den ermittelten Gleichungen bei gemeinsamer Abscisse sich gestalten, w^obei 
W den gemeinsamen Wendepunkt, T^ respective T^ diejenigen Punkte 
bezeichnen, in welchen die beiden Curven ihren correspondirenden Tief- 
punkt, respective ihr Minimum erreichen. Um daher beide Curven in die 
positive Sphäre zu bringen, ist es noth wendig, dieselben um jenen senk- 
rechten Abstand, welcher zwischen der Abscissenaxe und dem beziehungs- 
weisen Punkte Ti und J, besteht, nach oben zu verschieben, so dass bei 
der Ordinate w^r, respective L^ dieser Abstand mit in Rechnung kommt 
Die beiden Curven werden sodann in ihrer Lage jene Aenderung erfahren, 
welche in folgender Figur zum Ausdrucke kommt. 




i 
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Die Beziehung zwischen der Curve der wahrscheinlichen Lebens- 
dauer und der Curve der Lebenden als Element einer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung und die hieraus entspringenden 

Conclusionen. 

V. 

In dem vorigen ^Theile dieser Abhandlung haben wir darauf hinge- 
wiesen, dass die im Differentialquotienten von w^ in Rechnung kommende 
Constante h mit der in der Form 3) auftretenden Constante b als oorre- 
spondirend anzusehen ist. Der Quotient der differentirten Formen 2) und 3) 
liefert nun in der sich auf diese Art ergebenden Relation 

hiefür den Beweis, indem sich bei Vergleichung mit der Form 1) herausstellt 
dass thatsächlich die beiden Constanten h und b identisch sind, so zwar, dass 
b den rectificirten (ausgeglichenen) Werth von h bildet. 

Mit Rücksicht auf diesen Umstand und auf jene in der Form 11) aus- 
gedrückte, allgemein giltige Beziehung zwischen den Constanten ä, b und 6\, 
in welcher der unveränderliche Werth 

13) ^^- .t, = 1089709 



als Coefficient fungirt, reduciren sich die zur mathematischen Constrüction 
der Curve der Lebensdauerwahrscheinlichkeiten erforderlichen Bedingungen 
auf drei, indem von den vier in Betracht kommenden Constanten a, C, Q 
und b die letztere aus der Form 11) mittelst der Werthe von a und Q 
bestimmt wird. 

Für die Ausgleichung einer statistisch gegebenen Curve der Lebens- 
dauerwahrscheinlichkeiten werden daher bloss die Constanten a, C und 6\ 
massgebend sein, und zwar sind deren Werthe für jeden einzelnen statistisch 
gegebenen Punkt dieser Curve zu ermitteln und aus diesen Resultaten die 
entsprechenden arithmetischen Mittel zu ziehen. Diesbezüglich wird also 
folgender Vorgang eingehalten werden müssen: 

Laut Form 10) werden je zwei aufeinanderfolgende statistisch gegebene 
Punkte je einen Werth für die Constante Q liefern. Zu diesem Zwecke ist 
es jedoch nöthig, die denselben entsprechenden Werthe von t zu bestimmen, 
welche der Form 8) gemäss sich aus den beziehungsweisen Werthen von / 
ergeben. 

Zur Bestimmung der Werthe von / in den einzelnen Punkten werden 
nun die jeweiligen Tangenten derselben herangezogen werden müssen,welche 
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Für den Anfangspunkt in welchem die AbscisBe x dem Werthe ent- 
spricht, ergibt sich laut Form 9) 

2 r 1 - /• 

19) t^ = y-^ daher laut Form 4) (w^),— 2 C.fc.-g-^ +fl und a:3;=0 

FUr den Wendepunkt besitzt z einen fixen Werth, nachden hier stets 
^ = 1 ist. Es ist nämlich 

20) T. = 0-575941 
demnach ergeben sich für die Coordinaten die Werthe 

21) x„ = 8 C, .0-570941 - 2 C und (n-^ ),- a 

Für den Tiefpunkt schliesslich, für welchem die Ordinate ist und 
T, = 019263Ö11 als fixer Werth gilt, erhalten wir die Werthe 
.tr„ = 8t:, .019263511-2 C und {w,\ = Q. 

Ist die Ausgleichung der Curve der Lebensdauerwahrscheiniichkeiten 
nach der hier dargestellten Methode vollzogen, so lassen sich die entsprechen- 
den Punkte der Curve der Lebenden, insoferne bloss die Abstände von je 
einem Jahre in Betracht kommen, also von der Conttnuität abgesehen wird, 
in folgender einfacher Weise direct ermitteln: 

In der in diesem Werke Lief. IV enthaltenen Abhandlung »Unter- 
suchungen über das Wesen der Invalidität vom Standpunkte des Absterbe- 
gesetzesH 1. gelangt in der Form 4) die Relation 

■ i) 

zur Darsiellung. Die durch dieselbe ausgedrückte Näherung wird jedoch in 
präciserer Art durch die Relation 

.£, + /., + , 

L^ . W., = Lr + 1 . W* + 1 + q 

gekennzeichnet, weshalb die Anwendung derselben vorzuziehen ist Es er- 
gibt sich demnach 

"'■'f-i + i «', + !;+* ^ w^ + s+i 

u. s. w., woraus durch entsprechende Substitution die Gleichungen 

j ,~r C^^-JiK +i-i) r _j ■ 



1 + JKw. + 2+ J} ' ' "^ * ' ■ (»c. H- 1 + i) (w, + a +^){«-, + a+iV 

entspringen. Wir gelangen daher zu der allgemeinen Form 

'^" " (^^. + ,. + 1)1 

in welcher also « die Werthe von 1,2,3, h durchläuft Auf diese Weise 

ist man in der Lage, aus der gegebenen Anzahl der Lebenden eines ein- 
zelnen Alters und mit Hilfe der entsprechenden ausgeglichenen Lebenswahr- 
scheinlichkeiten die Anzahl der Lebenden für alle Altersclassen zu bestimmen. 
Für den continuirlichen Verlauf der Curve der Lebenden kann natürlich 
'lißse Methode keine Anwendung fiaden. 
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versiegenden ZinafuBsOberschüsse zur Ansammlung einer hinreichenden 
Coursreserve zu verwenden. 

Die Gesellschaften kommen auf diese Weise in die Lage, aus der 
Differenz zwischen der derzeitigen Rentabilität und der ermKssigten neuen 
ZinsfusBgrundlage einen Zinsengewinn zu erzielen, mittelst dessen der 
später zu gewärtigende Zinsen Verlust des alten Stockes seine Deckung 
iinden kann. Je später an die Reduction des rechnungsmässigen Zinsfusses 
geschritten wird, desto geringer wird die Chance, der erforderlichen Cours- 
reserveansammlung Rechnung tragen zu können, abgesehen davon, dasa die 
Aufrechthaltung der alten Zinsfussgrundlage allein schon bei knapp 
bemessener Rentabilität die MügUchkeit von unvermittelt eintretenden 
Zinsenvertusten bedingt. Diese Massregel ist daher bereits zu einer Zeit 
geboten, bevor das Niveau der alten Zinsfussgrundlage durch die Renta- 
bilität unterboten wird. 

Einen möglichst zuverlässigen Anhaltspunkt für die aproximative 
Schätzung der mittleren Abwicklungsdauer eines Versich errngsstockes liefert 
folgender Vorgang: Wird der jeweilige Capitalsbestand an Versicherungen 
durch deren Abgang in einem Jahre abzüglich der Storni der einjährigen 
Versicherungen dividirt, so ergibt sich die jeweilige mittlere Abwicklungs- 
dauer des betreffenden Bestandes. Berechnet man nun diese Zahlen 
beispielsweise für die einzelnen Jahre des verstrichenen Decenniums, und 
zieht aus denselben das arithmetische Mittel, so erhält man die mittlere 
Abwicklungsdauer des Versicherungsstockes. 
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Die Beziehung zwischen der Curve der wahrscheinlichen Lebens- 
dauer und der Curve der Lebenden als Element einer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung und die hieraus entspringenden 

Conclusionen. 

VI. 

Nachdem wir die geometrisch analytische Beschaffenheit der Curve 
der Lebensdauerwahrscheinlichkeiten hinreichend gekennzeichnet haben, über- 
gehen wir nun zur Untersuchung der Curve der Lebenden. 

Bezeichnen wir den Abstand, um welchen die Curve der Lebenden 
laut Fig. 2 in die positive Sphäre des Achsensystems verschoben wurde mit 
-4,^80 übergeht die in Form s) dargestellte Gleichung 1 (die Gleichung II ist, 
wie bereits bemerkt w orden, mit Rücksicht auf ihre functionelle Beschaffen- 
heit imaginär) in folgende: 

18) _ _ O^ziL^Ü 

jL 1_ 

während 4r + 2C=8C -<-- 

als gemeinsame Abscisse beider Curven unverändert bleibt. Durch Multi- 
plication dieser beiden Gleichungen erhalten wir nun 

19) (L.. - A) (.r + 2 O = 8C, . C,~-L~—~- 

und falls wir hierin der Kürze halber 

t-\ 

20) T T = ^ 

setzen, und die Gleichung durch die Form 9), d. i. .r + 2C=8Ci.T dividiren, 
ergibt sich 

21) Lr-A-^C,,^ 

V 

als Resultat. Hieraus lässt sich nun auch der Werth von A feststellen. Da 
nämlich im Tiefpunkte L.r'O ist und in demselben sowohl r als auch '^ lixe 
Werthe besitzen, so gelangen wir zu folgender Relation 

f^ -r —0' 192635 

22) A==— C. - und mit Rücksicht auf die Worthe '** /. r.^olL^ 
^ ** T„ -Jo = — 0-263o50 

yl-Q. 1-3681306 
welcher Werth zugleich als derjenige der Ordinate im Wendepunkte fungirt. 



mr »CflMEml»'. 
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Bezeichnen wir weiter die Zahl jener der Beobachtung unterworfenen 
Lebenden zur Zeit ihrer Geburt mit L^t, so lässt sich auf Grundlage derselben 

die Constante C^ bestimmen. 

2C 
Im Anfangspunkte, d. i. x = ist bekanntlich t^=^--^, daher der Werth 

von itx bekannt, so dass auch 'z^ ermittelt werden kann. 

Die Gleichung 21) wird nun in diesem Punkte die Form 






annehmen, aus welcher sich die Relation 

23) ^ ^ ^g 

ergibt. — — 

Der Werth C^ wird jedoch auch für jedes andere Alter mittelst einer 
analogen Form sich ermitteln lassen, da die allgemeine Relation 

24) ^'-^^(t-t) 

besteht, welche für alle Alter gleiche Werthe von C^ bedingt. Sind daher die 
Coordinaten eines beliebigen Punktes gegeben, so erhält man mittelst der 

Form 

_ x + 2C 

die WeVthe von / und '3 und mithin auch den Werth von C^. 

Solchermassen ist nun auch die Handhabe für die mathematische 
Construction der Curve der Lebenden gegeben, u. zw. auf Grundlage jener 
der Curve der Lebensdauerwahrscheinlichkeiten entsprechenden Constanten, 
so dass die zur Bestimmung derselben erforderlichen Bedingungen zugleich 
der Curve der Lebenden, welche für sich bloss eine Bedingung mehr in An- 
spruch nimmt, Genüge leisten. 

Der Umstand, dass die Form 

25) ' 2_-3. 

für jedes beliebige Alter den gleichen Werth für C^ liefern 
muss, bildet die Grundlage für die mathematische Aus- 
gleichung der Mortalitätscurve, indem für alle statistisch gegebenen 
Punkte die Werthe von C3 berechnet und aus denselben das arithmetische 
Mittel bestimmt wird. 

Der auf diese Weise ausgeglichene Werth von C^ übt dann umgekehrt 
wieder seinen Einfluss auf den Verlauf der Curve aus, indem er die Recti- 
fication der den einzelnen Punkten entsprechenden, von einander abhängigen 
Grössen bewirkt. 
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Von Interesse ist hier auch der Werth der Tangente für die Curve der 
Lebenden. Um diesen Werth zu bestimmen, greifen wir auf die bekannte 
Relation a) zurück, welche mit Rücksicht auf die in Rechnung gelangte 
Constante ä, respective deren rectificirten Werth b der Form 

entspricht. Aus dieser ergibt sich nun durch Substitution der bekannten 
Werthe von w'j^ und Wj, die Relation 

27) _ L^ . ^fl 

und unter Bezugnahme auf die Formen 9) und 24) das Resultat 

28) dL^ _ (7, \z XqJ t-l 

dx~ 8Ci T 

welches sich in analoger Weise auch durch Anwendung der Form y) dar- 
stellen lässt. Darnach ist also im Tiefpunkte die Tangente ebenso wie bei der 
Curve der Lebensdauerwahrscheinlichkeiten gleich Null, während dieselbe 
hier für den Wendepunkt unendlich wird; d. h. die Tangente der Curve der 
Lebenden schliesst im Wendepunkte mit der Abscissenachse den Winkel von 
90 Graden ein. 

Was nun schliesslich die Fläche dieser Curve betrifft, so äussert sich 
in der Form a) diejenige Beziehung, welche diesbezüglich von besonderem 
Interesse ist. Diese Form bringt nämlich zum Ausdrucke, dass die von der 
Curve der Lebenden eingeschlossene, von einer beliebig gegebenen Ordinate 
derselben bis zum Tiefpunkte reichende Fläche, durch das Product dieser 
Ordinate und der einer gleichen Abscisse entsprechenden Ordinate der Curve 
der wahrscheinlichen Lebensdauer auso^edrückt erscheint. Der betreffenden 
Form gemäss ergibt sich nämlich, wenn die in Rechnung gebrachte Con- 
stante h bezw. b mitberücksichtigt wird, aus 

,f </.v „ X dx 

' Z, .w, = e •'"' durch Integration i'\z,^<i;ir = -e J'-"' + Co«s/. 

daher, da Consi. die constante Gesammttläche zwischen dem Anfangspunkte 
und dem Tiefpunkte bedeutet, welche wir mit F bezeichnen wollen, die 
Relation 

30) L,,w^= F—b{L.rdx 

gilt, worin also obige Behauptung ihre Bestätigung findet. Berücksichtigt 
man nun hier die Verschiebung und benützt zur Substitution die verein- 
fachten Formen für die Ordinaten der beiden Curven 

SO ergibt sich für die jeweilige Fläche, welche von der Ordinate eines be- 
liebigen Punktes der Curve der Lebenden und deren Tiefpunkte begrenzt 
ist die Form 
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Die Beziehung zwischen der Curve der wahrscheinlichen Lebens- 
dauer und dei- Curve der Lebenden als Element einer Differential- 
gleichung zweiter Oi'dnung luid die hieraus entspringenden Con- 

dusionen. 

vn. 

Aber auch die weitere Beschaffenheit sowohl der Curve der Lebensdauer- 
wahrscheinlichkeiten als auch der Curve der Lebenden ausserhalb der in 
unserer bisherigen Rechnung in Betracht gezogenen Grenzen ist für die 
versicherungstechnische Wissenschaft von Wichtigkeit. 

Während die Curve der Lobensdauerwahrscheinlichkeiten in der 
positiven Sphäre von ihrem Tiefpunkte angefangen wieder aufsteigt um in 
dem Punkte x + 2C^0 zu einer auf der Abscissenachse senkrecht stehenden 
Geraden asymptotisch zu verlaufen, nähert sie sich in der negativen Sphäre 

ebenfalls asymptotisch einer unter dem Winkel arctg I — ^j zur Abscissen- 
achse geneigten Geraden und kehrt, sich im Unendlichen wendend, 
asymi)totisch zur Kehrseite dieser Geraden wieder in die positive Sphäre 
zurück, hier die Curve der Sterbenswahrscheinlichkeiten bildend. 

Aehnlich ist der Verlauf der Curve der Lebenden, nur bildet dieselbe 
aus dem L'nendlichen zurückkehrend, in analoger Weise die Curve der 
Verstorbenen. 

Bemerkenswerth ist in dieser Beziehung der Umstand, dass die ver- 
mittelnde Variable / in ihren correspondirenden reciproken Werthen diesem 
ausserhalb der gegebenen Grenzen sich äussernden Curvengebilde Rech- 
nung trägt. 

Ueber die sonstige Bedeutung des Verlaufes dieser beiden Curven 
gedenken wir späterhin weitere Untersuchungen anzustellen und begnügen 
uns vorläulig mit der Feststellung der Thatsache, dass wir es in diesem Falle 
mit einer allgemeinen Form der Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu 
thun haben, welche unter den möglichsten functionellen Bedingungen der 
Hilfsvariablen / das ganze System der Wahrscheinlichkeitscurven umfasst 

Die ursprünglichen der Rechnung zugrunde gelegten Differential- 
gleichungen c) und d) 

/ " ir" "2 

liefern diesbezüglich die Handhabe für eine entsprechende Beweisführung. 
Sehen wir der Einfachheit halber von der Verschiebung des Achsen- 
systems ab, so haben wir die bekannten Formen 



^ 
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1 



demnach erhalten wir mit Rücksicht auf den Werth von x + 2C durch 
Division die Form 

-^ = ■^—.--2^ , welche mit Hilfe von ^;- = (^^j +{-j^) 

d. i. der bekannten identischen Gleichung und unter Berücksichtigung der 
aus der Form q) entspringenden Relation 

'' dx /* + l X + 2C 

zu der Gleichung 

führt, so dass der Werth von f(x) dargestellt erscheint. In der gleichen Weise 
gelangt man zum Werthe von ß, wenn man die Gleichungen für w». und 
fv'jc in Betracht zieht 
Es ist nämlich 



tu. 



Z.. — -(.+ 20 und -^~-^[-st--^) 



demzufolge ergibt sich für den zweiten Differentialquotienten von n>., 

d'fv^ b f-ldt (t'iv^ b (/' - 1) (/ - 3) 1 

~: — Qaner 



dx^ 8 l' dx dx'' 4 /' + 1 X'\-2C 

mit Rücksicht auf die Form 36), woraus sich endlich die Gleichung 

eji^tt 2 (i H)t 2 

38) ~ = , , o^-N« • .2 / 1 "--- ? und daher fix) + ß = 



unter Bezugnahme auf die Form 37) ergibt. Die beiden Formen 37) und 38) 
lassen sich nun derart modificiren, dass die Variable x vollständig ausser 
Rechnung gelangt, und zwar ergibt sich aus 

d'L^ ^ 3/+1 2 ^ d'fVr (/-3)/ 1 



dx'' ' /* + l {x + 2Cy dx' " t' + l {x + 2Cy 

durch Division mit der zum Quadrat erhobenen Form 36) 

dt' l\(l- 3y 4___ 

dx'~~ {t'+^Y~" {X + 2CY 
das Resultat 

ä'L^ , (3/+l)(/^ + l) ^ dUv^ f + 1 

39) ~:nr = ^--r • —öirrTZTö^^ ^"d -j-^ = w, • 



dt' " 2/\(/-3)^ J/* -^ 2/^(/-3) 

In diesen Formen ist nun x als gemeinsame Abscisse der beiden Curven 
aus der Rechnung eliminirt, indem sow'ohl L^ als auch iv^ durch eine 
Function von / allein ausgedrückt erscheint Da nun aber / eine von dem 
Verhältnisse zwischen m;^ und x abhängige Function bedeutet, so geht daraus 
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hervor, daaa bei Differentialgleichungen zweiter Ordnung allgemein jene 
Variable, nach welcher die Derivation vollzogen ist, auch als Function zweier 
von einander abhängigen Variablen gedacht werden kann. 

Aus den Formen 39) beziehungsweise durch Combination der Formen 
36) und 38) ergeben sich nun weiter die interessanten Relationen 

welche das Wesen dieser Formen in möglichst einfacher Weise zu kenn- 
zeichnen geeignet sind, in ihrer mathematischen BeschaiXenheit unsere zuvor 
ausgesprochene Ansicht über die Bedeutung dieser DiHerentialgleichungen 
zweiter Ordnung bestätigend. 

Es ergibt sich nämlich aus der Gleichung 40) unter Anwendung der 
bekannten Form 



+ 3 



41) -. — = die Kelation — - ■■■■■ = — 5- 



.(, 



welche mit der bekannten Relation y) 

-— — r-i^~, = z — i i"it Rucksicht auf -^ — -- — j 5 — 

dlix + 'iC) i — \. L^ dx dx 

als identische Form, die den Variablen hi und w, entsprechenden Functionen 
von einander scheidet. 

Wir gelangen auf diese Weise zu folgenden allgemein giltigen Rela 
tionen. 

421 / ^'l^-'L.'^'.-^ 6 Ly «1^ 2__ 

' /.^ l w, l.r + 2C)- • L, ^ w, (.r+2C)= 

worin ^ eine bestimmte Function der allgemeinen Form (4: + 2 (7)V(*) bedeutet, 
so dase die Beziehung zwischen der Curve der Lebensdauerwahrscheinlich- 
keiten und der Curve der Lebenden zugleich eine allgemeine Form der 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung repräsentirt, welche unter Supposi- 
tion verschiedener functioneller Bedingungen für die vermittelnde Variable /, 
allen Anforderungen entspricht. Der einzige Unterschied derselben von der 
in unserer allgemeinen Theorie der Diilerontialgleichungen höherer Ordnung 
aufgestellten Grundform besteht in dem Umstände, dass hier 1/ = — L^ 
und ; =^ — »Vj gesetzt wurde, daher für diese beiden Variablen hier negative 
"Werthe in Betracht kommen. 
Die beiden Grundformen 

Ar.w^^e ■'«■■' und y-t-eJ i 
sind daher gleichen Ursprunges und besitzen beide eine allgemeine Bedeutung 
hinsichtlich der Beschaffenheit der Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
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Der Unterschied besteht nur darin, dass die DilYerentialquotienten von 
y und ; überall positiv sind, wo die Differentialquotienten von L^ und tv^ 
sich negativ g:estalten und umgekehrt, dort wo y und ; negative Differential- 
quotienten aufweisen, für L, und w^- dieselben positiv erscheinen. Daraus 
geht hervor, dass bloss die Lage der bezüglichen Curvenpaare mit Bezug 
auf das Achsensystem eine entgegengesetzte ist. 

Es ist nämlich im Gegensatze zum Wesen jener die Beziehung zwischen 
der Curve der Lebenden und der Curve der Lebensdauerwahrscheinlich- 
keiten betreffenden Grundform*) der Ursprung der zweiten, sich auf y und 
f- beziehenden, in der Reihe 
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und für unendlich kleine Intervalle 













l^-- -idx+l — di\ woraus schliesslich y.c^^ßJ» 

hervorgeht. Mit dieser Relation correspondiren nun bekanntlich die beiden 
Differentialgleichungen 

ij"=y.S(x) und ;"=;-■; 

wobei zwischen f(x\ und |i in analogem Sinne die bekannte Beziehung 



besteht, unbeschadet welcher ';, oder J\x) beliebige Functionen von x dar- 
stellen können. 

Was die mathematische Construction dieser Curven betrifft, unterliegt 
dieselbe den trleichen Bedingungen, wie jene der Mortalitätscurven. Die 
Conslanten sind auch hier, falls eine grössere Anzahl von statistisch ge- 
gebenen Punkten als Basis für die Construction dient, einer Ausgleichung 
unterworfen, welche bei gleichen Abscissen-Intervallen in der Feststellung 
des arilhmctisehon Mittels der von einander etwa abweichenden Constanten- 
wertlie der einzelnen Punkte besteht. Nur dann, wenn die Abscissen-Intervalle 
der gegebenen Punkte einander nicht proportional sind, ist die Anwendung 
der Methode der kleinsten (iuadrate hier erforderlich. 



rdnutil' lU. (Anbang i 



T?! 
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führt. Substituirt man nun hierin analog zu der dem Absterbegesetze ent- 
sprechenden Form f) den Werth 

X+2C ^ 

so ergibt sich als Werth für den DifTercntialquotienten von $ 
dh + 1 + 3 5/« w ^ . , , / du 



wobei J;r = 4 i ^—-^ — • ^ + ^^? w . d\\ 



dx 4 Sin u 

Aus diesen beiden Relationen ergibt sich sodann 

di (3 5m u±\) du 



i Sin u . Cos u {Cos u — 3 5m w + 1) 

als integrable Form der Variablen ^ Substituirt man nun hierin tg ^u — i^ so 
resultiren hieraus die Ausdrücke 

4^ T ^;_ (0/+/^4-i)(i + O^/ n ^ « (6/- /^~i)(l+/V/ 

^ i 2 /*(!-/«)(/ +-3) ^n« 1'- .- "'2/(1 -0 (3 /-l) 

welche nach durchgeführter Integration die Formen 

1 / 



*• ^ n — r? . 11. »? ^1 5 1 

(/ + 3)^./iS (3/-l)*/^ 

liefern.*) Als weiteres Ergebniss gelten die Relationen 

dx_ 4 (1 + /V/ J^_ ^4(M-/-)^ 

aus welchen durch Integration weiter folgt 

und daher mit Rücksicht auf die (Jrundform 2) die Relationen 

_C [l' + l)(t- r)dl Cf + 1 ) (M-_l) dt_ 

«) I. s/ = e .M/+i)(/ + 3).2r- ,1 y^Q'y{t-\)\^i-\]2t 

und nach vollzogener Integration 

' L 1 _'_ 

6/' 



9) 






(/-rl)e •" 

I. y^(-\——. TF "• y^^^ 



Den Ordinalen 5) und 8) entsprechen sodann die beziehungsweisen 
gemeinsamen Abscissenwerthe 

' .r + 2 6' " 2/'(/ + 3) A.-+2C "" 2/(;}7-l) 

respective j J_ \ __' 

11) I. .v + 2r=8C', II. .v + 2C = 8Cj r 

C/ -t- 3) « (3 / - 1)^ 



♦) Weiteren .Anforderungen der All|remeinhoit wird analog der oi-steren Grundi'orni dadurch 
HechnuuK j^elragen. dass? ül>erall anstatt ^ der Werth ^ gosctzl wird, wobei hekanntlich /' die liier 
in Betracht kommende willkürliclie konstante bedeutet. 
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SO dass die beiden in Beziehung zu einander stehenden, durch die Gleichungen 
1) ausgedrückten Curven analytisch dargestellt erscheinen*) 

Zur besseren Beurtheilung dieser Formen mögen auch die Delationen 

sowie 

1«^ I ^ (^ + 3) /' __2_ dl_ (3/-1)/ 2 

^ ' dx"^ t' + l ' X + 2C dx /*+! ■* + 2C 

dienen. Substituirt man nun in die Formen 8j fUr / die beziehungs- 
weisen zu einander in reciproitem Verhältnisse stehenden Werthe 



) 



14) 1. 



/ = 



OJ 



— 9 



und 



II. / = 



(I) 



(0 



2 — (0 



so ergibt sich für beide Relationen der gleiche Ausdruck 

15-^ J 2((o-l)»-3 ((o-l)« + r CO (co-i) 

welcher mit jenem in 124**) unserer allgemeinen Theorie vollständig über- 
einstimmt. Durch Substitution derselben beziehungsweisen Werthe für / in 
die Formen 10) ergibt sich für beide gleichfalls der gemeinsame Ausdruck 

dx ((0 - 1)' + 1 di^ 

^ x + 'iC'" 2((.i-l)'-3 (ö)-l)'+l * (0 

welcher wieder mit jenen in 122") und 126**) unserer allgemeinen Theorie 
dargestellten Formen identisch ist. 

Zum gleichen Resultate gelangt man, wenn in die Formen 10) für / die 
beziehungsweisen Werthe 



17) 



a>-i 



■■ '-^\^ 



und II. 



<^+l 



Y <|) — 1 



substituirt werden. In diesem Falle ergibt sich nämlich für beide Formen 

der gleiche Ausdruck 

dx <l> d? * 

18) 



X + 2C 



(** - 1) [<l> - 



/ 



1 + 3y*=*-i 

welcher demjenigen in 138**) unserer allgemeinenTheorie vollständig entspricht. 



] 



*)Wir(l/'^«=^ — ~4"^~ vorausjj'esetzt, so ei'ijeben sich die Formen 



1 



I. 1 



(i-/>)e^ 

i - r 

/2 (3/+l)^ 



und IL , 



C, 



x + 2C-^ —86V 



e 



5 



+ 2C= — 8C, 



(1— /O© ^^ 

__ 1 

.e 



iV A 6/ 



5 



(/ - 3) ^ 



(3/+l)^ 

und dementsprechend auch die correspondirendcn Werthe für y. (Vergleiche jene die Mortalitätscui von 
betreffende Fussnote auf Seite 31.) 

•♦) Vergleiche , Allgemeine Integration der linearen ÜilTerentialgleichungen höherer Ordnung*. 
Seite ^6—28. 



ir^^: 



Jr^ 
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Die allgemeine hitegratioii der linearen Differentialgleichungen 

zweiter Ordnung und deren Bedeutung für die mathematische 

Wahrscheinhchkeitstheorie. 

n. 

In den bisheriijren Auscinandersetzung'en wurde nebst der Wechsel- 
beziehung säniintlicher, sich aus der allgemeinen Grundform ergebender 
Curvengebilde auch dargethan, dass die in unserer allgemeinen Theorie der 
Dillerentialgleichungen dargestellten Rehitionen das ganze Curvensystem 
umfassen, indem sie die bekannten vier Formen der /-Function vereinigen. 

Den Substitutionswerthen 17) und 19) gemäss, ergibt sich nämlich der 
einheitliche Werth 



+ 1 i4>--l oj — 2 , (0— l)*-fl 

sowie auch 

2 V<l> + 1 2(0-1 

24) oi=^ --_ y,~ -_r: - und schliesslich auch |':;(,v-f 2 6)'-= --- ^^ 

Y* + 1 - v^[> - 1 

hieraus entspringen sodann die beiden Werthe 

w-elche für unsere Rechnung von besonderer Bedeutung sind. Jene in 
unserer allgemeinen Theorie dargestellte Form 132) 

-^. _f_^'. ^^_. =- ( fi (.1- -f 2 O dx 

iy(^'-i)(^'-i) ^ 

liefert nämlich, falls wir den bekannten, durch eine reine Function von / 
dargestellten Differentialquotienten 4' hierin substituiren (siehe die Formen 12)*) 
den Werth 

oß^ -- \ (.3.1- + 20^.1- 

welcher auch durch Combination der Formen 3(i) und 3S) unserer 
vorigen Abhandlung*) resultirt. Mit Rücksicht auf unsere Form 22) ergibt 
sich daher 

d. i. die Ordinate ausgedrückt durch eine reine Function der Abscisse, wenn 
Ts als beliebige Function von .r vorausgesetzt wird. 

♦) Siehe ,Üie Beziehung' zwi<chen der C.urve der wail^^!cIleinlicllen JiCbensdaiuT und der 
(lurve der Lobenden als Element einer l)ilTcrenti:dj»leicliiin^' zweiler Ordnnnjj'* VII, 



iiiS. 



Grossmann: Die Matlieiiiatik im Dienste der Nutionülokoiininie. 



77 



Die allgemeine Integration der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung und deren Bedeutung für die mathematische 

Wahrscheinlichkeitstheorie. 

UI. 

Die bisherigen Krg-cbnisse unserer Untersuchungen liefern die Handhabe 
zur allgemeinen Lr)sung der linearen DilTerentialgleichungen zweiler Ordnung 
in geschlossener Form. 

Den Bedingungen Bi und W.- wird bekanntlirh durch eine der alternativ 
geltenden Formen 30) gleichzeitig entsprochen, so dass wir durch deren 
Substitution in die beiden Bedingungen einen einheitlichen Werth derselben 
erhalten, und zwar ergeben sich für die Wurzeln I und \l die Formen 

welche der vollständigen Lösung der DüTercntialgleichung 4''=-.ß Genüge 
leisten, wenn t jene innerhalb der Klammern der Formen 30) enthaltenen 
transcendenten Functionen von /darstellt Nun geht aber aus der bekannten 
Relation 

2 _ 1 

(.r + 26y "" 32.rf.V 
hervor, dass diese Formen auch der correspondirenden Differentialgleichung 
y" zrr: y ./(.i), wclche mit der ersteren einem Ourvenpaare entspricht, gleich- 
zeitig Genüge leisten, da laut dieser Relation die Wurzeln der beiden 
Differentialgleichungen sich wechselseitig identisch erweisen, indem 

35) /Wi- ?ii und f(x]n = i^i 

ist. Darnach bilden die beiden Differentialgleichungen i" =z,{i und y" =^y./(^.v) 
die Wurzeln einer sogenannten reducirten DilTerentialgleichung zweiter 
Ordnung von der in Form 50) unserer allgemeinen Theorie dargestellten Art 

2 

A.H . -^^ 4- '•' '" = n 

*' X+2C' ''* 

für welche laut don rirundiormcn 21) und 22) die allijemeincn ISedinirunijrcn* 

361 !/.iy+b) + -.'^ = und f^d-,^,f(x)d^idy~ 

•^ \ax / dx d: 



U) 



r^+zw - 



lx'\dx^ ) 



+' 



.'3 dx* dx 



= ü 



^ollon, worin b eine willkürliche Constante darstellt. 



V 

\ 



*) Siehe «lie Formtm 40) uiul 41)(ler (.liesl)ezüj5'lirlieii Ablianillunj,' über MurIjililatMinven, Seite 
67. — Diese beldiMi iilljjreiiiciiien Bediiijj^unjjren überdrehen sobald 3 --7(0 ^^Pl**"*'rt wird, für den in 
der A bt^cisseniu-hse h"ej,'enilen, beiden Wurzelcurven j^emeinsani entsprerbenthMi Wendepunkt, dem der 
fixe Wcrlh 2,^ '-=~^b (Junüge leistet, in die bekannten Kelatiouen 5.')) unserer all^'cmehien Tlieorit.*, 
«leren specielle Bedeutung' hiedurch gekennzeichnet ist. indem die (lilligkeit derselben idoss lür den 
Fall gleicher Wurzeln besteht. (Unsere gegentheilige für die Reehnung sonst irrelevante, frühere An- 
nalime hhisiohtlich der Bedeutung der Relationen 55) wird also hiedurcli gegenstandslos.) 
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Die allgemeine Integration der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung und deren Bedeutung für die mathematische 

Wahrscheinlichkeitstheorie. 

IV. 

In der voris^en Abhandlung wurde die Lösung derreducirten Differential- 
gleichung von der Form 

45) ,.-_„._.^^.,,<+ß, = 

in welcher ß eine beliebige Function von x darstellt, durchgeführt, indem 
der Nachweis geführt wurde, dass dieselbe in zwei Wurzelgleichungen 
zerfällt, welche ein System von Curvenpaaren darstellend, das ganze Gebiet 
der originären Wahrscheinlichkeitscurven umfassen. 

Der Umstand, dass in dieser Gleichung bloss einer der beiden Coöffi- 
cienten eine beliebige Function von x darstellt, während der andere durch 
eine bestimmte Function dieser Variablen ausgedrückt erscheint, könnte 
nun 7U dem Schlüsse Anlass geben, dass nur eine besondere Kategorie 
dieser Differentialgleichungen dem genannten Princip entspricht. 

Wir wollen nun den Nachweis führen, dass diese Gleichung bloss eine 
modiücirte Form der bedingungslos allgemeinen reducirten Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

ist, in welcher sowohl ß als auch a beliebige Functionen von x bedeuten. 
Daher das grosse mathematische Princip, nach welchem die linearen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung das ganze Gebiet der Wahrscheinlichkeits- 
curven darstellen, allgemeine Hedeutung besitzt und diese CHeichungen 
in jeder Weise und unter allen Umständen den Grundsätzen entsprechen, 
welche wir in den bisherigen Abhandlungen über diesen Gegenstand als 
deren Charakteristikon erkannten. 

Wird nämlich in die allgemeine reducirte Differentialgleichung 46) 
der Werth 

47) c = T^ . e ^^ 

X + 2C 
substituirt *), so erhält man die der Differentialgleichung 45) analoge Form 

48) .,,'-. -^--.y,' + 'Hx).r, = worin ,;,(^) = _.^^,^^_ (| + J - ?) 

eine beliebige Function von x darstellt. Wir haben es daher wieder mit 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung zu thun, welche blos 



♦) Siehe Form 3) unserer Hlljfeiiieinen Tiieorie. 
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Die allgemeine Integration der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung und deren Bedeutung für die mathematische 

Wahrscheinlichkeitstheorie. 

IV. 

In der vorigen Abhandlung wurde die Lösung der reducirten Differential- 
gleichung von der Form 

45) ,»__^_.,.+ ß, = 

in welcher ß eine beliebige Function von x darstellt, durchgeführt, indem 
der Nachweis geführt wurde, dass dieselbe in zwei Wurzelgleichungen 
zerfällt, welche ein System von Curvenpaaren darstellend, das ganze Gebiet 
der originären Wahrscheinlichkeitscurven umfassen. 

Der umstand, dass in dieser Gleichung bloss einer der beiden Corffi- 
cienten eine beliebige Function von x darstellt, w-ährend der andere durch 
eine bestimmte Function dieser Variablen ausgedrückt erscheint, könnte 
nun 7U dem Schlüsse Anlass geben, dass nur eine besondere Kategorie 
dieser Differentialgleichungen dem genannten Princip entspricht. 

Wir w^oUen nun den Nachweis führen, dass diese Gleichung bloss eine 
modificirte Form der bedingungslos allgemeinen reducirten Diflorential- 
gleichung zweiter Ordnung 

46) c" + ac' + ßff = 

ist, in welcher sowohl ß als auch a beliebige Functionen von x bedeuten. 
Daher das grosse mathematische Princip, nach welchem die linearen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung das ganze Gebiet der Wahrscheinlichkeits- 
curven darstellen, allgemeine Bedeutung besitzt und diese Gleichungen 
in jeder Weise und unter allen Umständen den Grundsätzen entsprechen, 
welche wir in den bisherigen Abhandlungen über diesen (iegenstand als 
deren Charakteristikon erkannten. 

Wird nämlich in die allgemeine reducirte Differentialgleichung 46) 
der Werth 

47) c = T^ . e ^^ 

X + 2C 
substituirt *), so erhält man die der Differentialgleichung 45) analoge Form 
*^^ V-;^^^-V + ']'W-^< = worin .;,(.-) = —^^^^ |^| _^ a* _ ,j 

eine beliebige Function von x darstellt. Wir haben es daher wieder mit 
einer Differentialgleichung zweiter Ordnung zu thun, welche bloss den 

♦) Siehe Form 3) unserer allgemeinen Theorie. 
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Unsere Methode clor inathematisclieii Ausgleichung der 

Mortalitätstafeln. 

n. 

In der vorii^en Abhandluiiü: über diese Krai^c? luibcn wir die mathematische 
Crundlas^e für einen einfachen Modus der AusjjrhMchung der Sterbetafeln zur 
Darstellunsr gebracht, indem wir diejenitre Grundform, auf welcher die Be- 
ziehung zwischen der Curve dov wahrscheinlichen Lebensdauer und der 
Cu^^e der Lebenden beruht, zum Austrangfspunkte unserer Untersuchungen 
machten. 

Die daselbst dargestellten Formen 1) und 2), welche in ihrem Wesen 
identischer BeschaiTenheit sind, liefern die Handhabe, auf dem mösriichst 
kürzesten Wege und unter Vermeidung jeder complicirten Rechnungsart zu 
einem Resultate zu gelangen, welches den Anf«)rderungen nach jeder Richtung 
hin zu entsprechen vermag. 

Diesbezüglich ist die Form 2) insoferne von besonderer Bedeutung, 
alä in derselben, wie bereits hervorgehoben wurde, die Gleichung einer 
\. gleichseitigen Hyperbel von der BeschaiTenheit 

! 3) (« + 1) {V + 1) :i-: 1 

zum Ausdrucke gelangt, deren (-oordinaten 

, älWr ir\ 

V n =: und v -^ , 

eil Lt b 

in Bezug auf ihre WerthboschalVenluMt sich entiregtMjgeselzt trestalten, in- 
dem die erstere positive, die letztere negative Werthe darstellt. Die (.Jleichung2) 
respeetive % repräsentirt daher tMne glcMchseitige Hyperbel, deren Pol in 
den Anfangspunkt des Achsensystems zu liegen kommt. 

Das Wesen dieser Form gestattet nun die Ausgleichung der gegebenen 

Werthe durch Interpolation in lu'jchst einfacher und präciser Weise, wie 

auch dieser Process in seinem Verlaufe zu beliebig genauen Resultaten 

führt und allen Anforderungen Genüge zu hMsten vcrmatr, welche an die 

Verlässlichkeit derselben gestellt werden kimnen. 

In Nachfolgendem wollen wir ein Beisj^iel der mathematischen Aus- 
gleichung einer Sterbetafel durchführen, und zwar linden wir es der Ueber- 
sichtlichkeit halber für geboten, bevor wir auf die Ausgleichung statistischer 
Ursprungszahlen eingehen, eine nach den bisherigen Hilfsmitteln unzu- 
reichend ausgeglichene Tafel nach unserer Methode einer genauen 
Rectiilcation zu unterziehen und haben uns diesbezüglich für die Tafel der 
17 englischen Gesellschaften entschieden. Der Gang des Ausgleichungs- 
processes ist in nachfolgenden Zillerntabellen zur Darstellung gebracht. 
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Landwirthschaftliclie Creditvereine und Genossenschaftscassen. 

Die Institution der Banken ist zum grossen Theile aus dem Bedürfnisse 
nach einem organisch ausgebildeten Credite entstanden, und die Entwicklung 
derselben zeigt, dass sich dieses F^edürfniss anfangs bloss auf den Ilandels- 
credit beschränkte. Erst im Laufe der Zeit wurde auch der landwirthschaftliche 
Credit einer Organisation unterworfen, und zwar ging die Initiative 
von Seite der einzelnen Regierungen aus, welche das ßedürfniss empfanden, 
dem ständischen Gutsbesitz Gelegenheit zu billigem Credit zu geben. Das 
erste derartige Creditinstitut wurde in Preussen gegründet. Nach dem sieben- 
jährigen Kriege befanden sich die preussischen mittleren Gutsbesitzer in 
grosser Nothlage. Dieselben, auch Junker genannt, spielten als Landwirthe 
daselbst eine grosse Rolle, weil sie den kleinen Adel repräsentirten und 
Kriegsdienste leisteten. Sie hatten daher für Preussen eine grosse Bedeutung 
und fand es deshalb die Regierung für geboten, den Besitz in ihren Händen 
zu erhalten. Bühring hatte damals diese Idee angeregt, welche von Friedrich 
dem Grossen gefördert wurde. Demzufolge bildeten sich im Jahre 1770 unter 
Intervention der Regierung Verbände, welche den Gläubigern Simultan- 
hypotheken einräumten, später aber auch Pfandbriefe ausgaben. In Oesterreich 
war das erste Institut dieser Art der ständische Landwirthschaftliche Credit- 
verein in Lemberg mit Beschränkung auf Landtafelgüter in Galizien.» Auf 
der gleichen Grundlage entstanden später landwirthschaftliche Creditvereine 
auch für den kleinen Grundbesitz sowie ülTentliche durch das Privatcapital 
geschaffene Institute, welche den Boden- und Ilypothekarcredit unumschränkt 
cultivirtcn und hiedurch auch dem kleinen Grundbesitz Gelegenheit gaben, 
Credit gegen massigen Zinsfuss in Anspruch zu nehmen. Diese Privatinstitute 
entsprachen den Intentionen des mittleren Bauernstandes umsomehr, als 
dieser den Zwang von Staatswegen stets perhorrescirte. Insbesondere zu 
Ende des voriiren und zu Anfancr dieses Jahrhunderts war das Losunpfswort: 
die Befreiung des Individuums von allen Fesseln des Staates und der Cor- 
poration. Was war der Grund dieses weitgehenden Verlangens nach in- 
dividueller Freiheit? Um dies zu beantworten, muss man sich der Zustände 
des achtzehnten Jahrhunderts erinnern. Die Staatsgewalt befand sich in den 
Händen von Privilegirten. In rücksichtsloser Weise wurde sie den Interessen 
derselben dienstbar gemacht. Ein llauptmittel, dessen man sich dabei bediente, 
waren die Corporationen. Tausende von Armen und Befähigten wurden 
durch sie in der Entfaltung ihrer Kräfte und damit in der Möglichkeit, sich 
zu erhalten, gehemmt. Mit Entrüstung wendeten sich dagegen Adam Smith 
und die Phvsiokraten. Am stärksten trat die Reaction hervor in Frankreich. 
Nicht nur, dass es Turgot war, der schrieb, dass der Nationalökonom bei 



(.irosfluiaDU : Die MalhciuAtik im Dieuritc der Nntionulökonomie. 21 



Unsere Methode der niatheniatischeii Ausgleichunjr der 

Mortalitätstafeln. 

ITT. 

l)ie (>ruiidlagf> clos Aus^l(*iclinn^sj)root^ss<='S nach dieser Methode bilden 
den bisherigen Aust'ührnngen gemäss zwei allgemein gütige mathematische 
Regeln, welche für die Charakterisirnng der Absterhoordnung von besonderer 
Bedeutung sind. l)iesell)en sind in den Formen 1) und 2) dargestellt und 
lassen sich in folgender AVeise iuterpretin'n. 

I. Das Product der wahrscheinlichen Lebensdauer tr^ und 
d e r S u m m e d e r L o g a r i t h m e n - 1) i f t'e r e n z e n d e r L e 1) enden Lx u n d 
der wahrscheinlichen L(»bensdauer /r^ ist constant, daher der 
numerische We rth dessel ben für alle AI tersclassen gleich gross. 

IL Der um die Einheit vermehrte Quotient zwischen den 
Logarithmen - Differenzen <I e r w a h r s c h e i n 1 i c h e n Lebe n s- 
d a u e r /r, u n d d e r L e b e n d e n Lj, m u 1 1 i p I i c i r t m i t A e m u m d i e E i n- 
heit vermehrten Quotienten zwischen der Differenz der wahr- 
scheinlichen Lebensdauer des betreffenden Alters und der 
C o n s t a n t e h ist stets gleich der Z a h 1 e n e i n h e i t. 

Werden daher für eine bestimmte Sterbetafel diese Producte bei allen 
Altersclassen ermittelt, so ergeben sich je nach der Regclmässigkoit im gesetz- 
mässifren Verlaufe derselben in den einzelnen Altern mehr oder minder 
grosse Abweichungen von diesen Regeln, so dass hieraus auf die Beschaflen- 
heit der betreffenden Tai'el hinsichtlich deren erforderlichen mathematischen 
Ausgleichung geschlossen zu werden vermag. 

Die Ausgleichung selbst V)est.eht in der vollständigen Anpassung der 
Sterbetafel an diese beiden Kegeln, daher in der Beseitigung der Abweichungen, 
welche sich bezüglich der jeweiligen R«*sultate vom einheitlichen R,esultat.s- 
werthe ergeben. 

Hinsichtlich dessen ist die Ermittluno; der Consta nte bei der Reir^l I 
von Bedeutung, da hiet'ür nicht imnn^r der Durchschnitt sämmtTicher. den 
einzelnen Altern entsprechender Wert he massg(d>e]id sein kann, insbesondere 
als die Verlä.sslichkeit der Statistik in ln'dnM'en Altern inlV>lge stetiger Abnahme 
des beobachteten Material es eine immer '^erini2:ere wird. Es wird deshalb 
diesbezüglich die Bes(dialfenheit. d«M* Zahlen blos etwa bis zum SO. oder 85. 
Lebensjahre in Betracht koninifn kr>nnen, aus deren arithmetischem Mittel 
die gesuchte Consta nte Zahl festzustellen ist. nach welcher alle Resultats werthe 
geregelt werden müssen. 

Mit dieser Regelung ist natürlich auch di«* entsprochende Ausgleichung 
der Zahlen der Lebenden und derjenigen der wahrsrheinlichon Lebensdauer, 
aus denen die bezüglichen iiesultatswerthe entspringen, zu verstehen. 
Nachfolgende Tabelle stellt die de)- Sterbetnfel der 17 englischen (Jesell- 
schaften entspreclienden abgeleiteten ZahleJiwerthe nach Regel I dar. 
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Mit Rücksicht auf die Umstände, welche bezüglich der nach Begel I als 
üoiistaiit zu botrachteudeu Eesiiltatswerthe bestehen, werden die für die 
eiuzohieu Alter zumeist variirendeu, jedoch bis zu einem gewissen höheren 
Alter nur wenig von einander abweichenden dicsbozügliehen Zahlen die Grund- 
lage für lue Beslimninng der Coiistaute b, welche alü ausgeglichener Werth 
dcrsellien zu gölten liiit, bilden; wiüirend jene mit etwa bedeutenden Ab- 
weicluungon boliafVlen Zahlen der höheren Alteraelasrien sühon deshalb für 
die Bestimmung dieser Oonstante nur selten in Betracht kommen werden, 
weil dieselben nicht nuf relativ gleich grossem statistischen Materiale basirt 
sind und daher die Verlas slichkeit der Rechnung ungünstig beeinflussen. 
Massgebend für das numerische Ansmass der gesuchten Constante werden 
also lmu[)ts!ii.'hlich jeiio liesultatszalilen sein, welche in den einzelnen Altern 
am meisten vertreten sinil, respectivo welche annähernd am meisten mit ein- 
ander übereinstimmen. 

Dementsprecliend werden wir auch bei der Tafel der 17 englischen 
Uesellsehaften hinsichili'jh der Ermittlung der Constante b nach diesem Prin- 
cipe vorzugelu'U habim, u. zw. liefert der Durchschnitt der in Tabelle II 
ermittelten Result!itszahii?n zwiaclien dem 10. und H3. Lebensjahre hier für 
die Oonstante !> ilen WVrth 1, d, h, h ;a. 0-1342945, welcher Umstand vom 
(TCsiiditspunkle der mathematischen Be so hatten he it dieses Werthes merkwürdig 
genug ist. um die Frage nach der IJi'snche dieser offenbaren Eigenthümlich- 
keit aufzuwerfen. 

Untei'suidien wir didier das Wesen dieser Constante genauer und gehen zu 
diesem Bi-liute auf dii- ui'sprüngliehe Form zuriu-k, auf welcher die Regel sich 
auflmut. Jeiii-, das Wi-sen der Ditt'erentialgleiL-hungen zweiter Ordnung oharak- 
terisirf-iide {irnnriforiii. welche, als das ursprüngliche Resultat unserer diea- 
bezügliehen ITntcrsuehungen sich ergab, lautete bekanntlich 
L', __ "'' _ 1 

■/:/ " »■; »■; 

Erst si)iiter wurde der unbeschränkten marhematischen Anwendung 
lialber hier anstiiU d>n- Zaiil 1 idigomein die ('on^^tantt- h eingeführt, da 
dies nucli für die gi-iierelle Kennzeichnung des \Vii-lirsfheinlichkeits-C4es6tze8 
sich als nuthweudig i-rwies nnd überhaupt aus dem allgemeinen Calcul directe 
hervorgehen nin.--ste, weil hier oft aiudi gewisse cou.staute Multiplicatoreu 
bei lien als Summanden auftretenden WahrscheiidicUkeiten mit in Berück- 
sichtigung gelangeil. 

Sofern es sich jedoch um den spociellen füll der Sterbenswahrschein- 
liclikeiten hinidelte. entticl der allgemeine Begrjti' der Constante ft vollständig 
und trat für iliesclbe stets blos die Zahl 1 auf.'-) 

Es ist daher anzunehmen, dass die Zahl 1 hier als Constante allgemeine 
Gehniig liesiizt und dieser "Werth für alle Sterbetafeln ein einheitlicher ist. 

'} Sii^lu' .L'uterxiitJiungiMi übi-r <)iui Wesen der Invuliilitiit vniii i^iHtiH punkte des Abnlcrbe- 
giüi-tKi-H", rv. [.ii-i'. miil .Aittri^mi'iiic lutpgmtiiin der liiiean.-» T>lllerLiitijilgIuii;huugön höherer 
ürdiiiaig*, V. Lief., S-eiti' 31. 
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Reflexionen über die wirthschaftliche Bedeutung des Giro- und 

Check-Verkehres. 

Das Bedürfiiiss eines Staates hinsichtlich seines Goldumlaufes richtet 
sich nach dem wirthschaft liehen ^■erkehre desselben. Je gerinpjer der Verkehr 
in einem Lande ist, desto \veni<^er Circnlationsmittel sind nothwendig, um 
dessen Bedarf zu befriedigen. In Ländern, wo Naturalwirthschaft herrscht 
und jeder seine Nahrungsmittel selbst protliicirt, zugleich auch die sonstigen 
Bedürfnisse geringe sind, ist der Geldumlauf ein sehr massiger. Umgekehrt 
ist aber in einem Staatswesen, wo ein grosser Verkehr und Austausch von 
Producten und Waaren stattiindet, der (Teldbedarf relativ ein grosser. Daraus 
folgt der Grundsatz, dass mit der wirthschaft liehen Entwicklung eines Landes 
die Geldcirculation im gleichen Verhältnisse zunimmt. 

Die Circulationsmittel in einem Lande summiren si(rh ans dem Bedarfs 
der einzelnen wirthschaftenden Subjecte und nach deren Zahl wächst auch 
der Bedarf an Umlaufsmitteln, weil jedes Subject «Miie gewisse Quantität 
derselben absorl)irt. Diese Quantität ist jedoch zu verschiedenen Zeitperioden 
einer ebensolchen Variation unterworfen, wie der wirthschaftliche Verkehr 
selbst, welcher von den pt-riodisch eintretenden (iescliäftscampagnen und deren 
Conjuncturen abhängt. Es besteht in Folge dessen in dem Erforderniss an 
Umlaufsmitteln eines Landes eine stetige Veränderung, wc^lche sich dort am 
meisten geltend macht, wo es an Einrichtungen (l<»s baid^mässigen Verkehres 
mangelt. Die Ansammlung baarer Münze in den Händen F.inzelner zum Zwecke 
von Zahlungen bewirkt die Brachlegung eines grossen '^l'heiles der Umlaufs- 
mittel, was eine SchiMigung des Volksvcrmr>gens involvirt, da jene Capitalien, 
die nicht unbedingt der Circularion dienen, überllüssigerweise der j)roductiven 
Anlage entzogen werden. 

Der Giro- und Check verkehr hat nun die Aufgabe, in dieser Beziehung 
ausgleichend einzuwirken und auf diese Weise seine Metallgeld ei'sparende 
Mission dahin geltend zu machen, dass nur derjenige Theil der Umlaufs- 
mitt-el dem Verkehre zufliesst, wel(*lier den Anforderungen unbedingt ent- 
spricht. In seinem Wesen bietet je(Joch der Giro- und CHieckverkehr niclit 
nur die Handhabe, ein grosses (-iirulationsgebiet mit verhältnissmässig ge- 
ringen Umlaufsmitteln zu befriedigen, sondern birgt auch in seinen weiteren 
Consequenzen das Mittel, die Notenbanken in Bezug auf ihre geldwirthschaft- 
lichen Maassnahnien act ionsfähigen' zu machen. Dies erklärt sich aus dem 
Umstände, dass mit der zunehmenden i^-schränkung der TTndaufsmittel auf 
ihren wahren Zweck der ausschliesslichen Verwendung im engst (^i Sinne die 
Empfindlichkeit des Verkehres lür münzpolitische Vorkehrungen der Noten- 
bank gesteigert wird und demzufolge deren Wirkung als eine rasche und 
unmittelbare sich erweist, während umgekehrt dort, wo eine Verschwendung 
all Umlaufsmitteln infolge geringer Anwendung des Giro- und Checkverkehres 
sich kundgibt, die geldwirthschaft liehen Maassnahnien der Noteninstitute erst 
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uach längerer Zeit im Verkehre sich geltend maclien, ja sogar manchmal, 
wenn clieselbeu nicht einsclineidend genug sind, ganz wirkungslos bleiben, 
weil (He in coutiniio bestellende Inflation der Umlaufsmittol eine EmpiindungB- 
losigkeit dea wirthscliaftlichcn Verkehres erzeugt. Ea ist daher von grosser 
Bedeutung für die Ordnung der Münzverhältuis«e eines Landes, dass durch 
möglichste FürdoriiiiR der Institution des Giro- und Checltverkehres flir die 
rasche und kräftige Function innig jeuer Ventile gesorgt werde, welche das 
Ab- und Zuströmen des (ioldes in die Gassen der Notenbank regnliren. 

Die hohe Wirksamkeit der münzjiolitischen Maassnahmeu der Bank von 
England ist mehr der ku)i]ii) aiige|)assten Baargeldcircnlation des Landes, als 
anderen Vorzügen der wirths<-haftlii,dieii Verhiütnissc desselben zuzuschreiben. 
Wie die Berührung einer straff gespannten Schnur äusäert sich hier jede 
Regung der Bank iin wirtliscliaftlithen Getriebe, indem sie in die verbor- 
gi'iisteu Contrcu dessell.ien cindrinjit und sieh daselbst fühlbar macht. 

Mehr als alle anderen Einrichtungen des baiikmässigeu Credites trägt 
der rationell organisirte Giro- und Clieckverkehr dazu bei, die Hindernisse 
zu beseitigen, welche sich im Verkehre durch die Veränderungen des Geld- 
bedarfes dem glatten, unmittelbiireii Ausgleiche der gegenseitigen Verpflich- 
tungen entgegenstellen und in der höchsten Entwicklung dieser Institution, 
dem reinen buchniässigen Ahreehnungsverkelir ist offenbar das Ideal eines 
geregelten Geld Verkehres zu suchen. Diese Ansicht gelangt in der modernen 
Vülkswirthschutt immer mehr zur Geltung und ein hervorragender deutscher 
Gelehrter äussert sich hierüber fulgenderniiissen*): Alle bisher an Stelle des 
Baargeldes bfniitztoi üuilaufsmittel, wie Bankzettel. Staatscassen-Au Weisungen, 
der ganze Wechsel-. Lombard-, Giro- und Checkverkehr, stellen nur Zwischen- 
siuf'on dar zwischen dein reinen Baargeldverkchr und dem reinen buch- 
massigen Ahrechniingsvcrkehr, yelioii jetzt ist der Cii'culationswerth eines 
Geldstückes durch diese künstlichen Hilfsmittel ins Tausendfache vemielirt 
und dabei liegt der Ghcckverkehr auf dem europäischen Oontinent noch in 
den Windeln und der Alirt-Ldiuniigsverkehr durch Buchung und Compensation 
bei centralen .\breidinuuf^sstelleii lieschränkt sich selbst innerhalb des Handels- 
standcs noch auf enge, den centralen Börsen naiiestelioiide Kreise. Wie da» 
Öilbergcld das ausschliessliche Zahlungsmittel de.-> Arbeiterstandes und das 
Za h In ngs mittel aller Stiiu'le im Kleinverkehre bleiben wird, so werden das 
Gijld und [|ic Zettel das ZnlJungsmitiel des niederen Mittelstandes tur seine 
gnJssei'cn Umsätze uml das Zjihluugsiniitel aller Stände für den mittleren 
Verkehr iles tügliclien Lebens bleiben. .-Vber alle grösseren Zahlungen nicht 
nur der oberen Stünde, suiideni auch schon des hidieren Mitf<dstandes werden 
künftighin weder bnar, iicch durch Noipu, soniiern durch Cliecks beglichen 
werden. iJaniit diese Buchwirthschaft wirklich bccjuem werde, dazu gehört 
allerdings noch, dass der gcsammte Clieckverkehr eines Landes in ähnlicher 
Weise ilurch ein einziges Institut, das überall Fibalen hat, centralisirt werde, 

'i Si''l]i: .DeiiWclie Itiimlwlmu" Kiluard vim Hunnumri über (icldkrinCD. 
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wie dies mit dem Giroverkehre durch die deutsche Reichsbank und die 
österreichische Postsparcassen-Eiiirichtung bereits geschehen ist. Denn nur 
dann wird jeder gerne einen Check in Zahlung nehmen, wenn er auf dieselbe 
Abrechnungsstelle lautet, bei welcher er sein Conto hat, damit nicht zu einer 
einzigen Zahlung eine vielfache Buchung bei verschiedenen Instituten oder 
schliesslich doch eine Begleichung durch Baargelder oder Zettel erforderlich 
ist. Zu einer solchen Centralisatiou dos nationalen Check Verkehres wird die 
unerbittliche Logik der Thatsaclion ganz von selbst hinführen, sobald nur 
erst das Bedürfniss nach ihr durch Einbürgerung dos Checkverkehres in 
weiteren Kreisen sich lebhaft fühlbar gcnmcht haben wir»l. Die ganze Ent- 
wicklung drängt ja sichtbar zu einer Aufsaugung dos soliden Bankgeschäftes 
durch die Grossbanken und zur alhnäligen Fusion irung der (Irossbanken zu 
einer nationalen Centralbank hin, die selbstverständlich nicht mehr unab- 
hängig von staatlicher Aufsicht oder Verwaltung zu denken ist. Sobald diese 
Central isirung erreicht ist, verliert der Check seine Bedeutung als Zahlungs- 
anweisung und geht in eine Anweisung zur Gutschrift über, das heisst der 
Checkverkekr löst sich dann ganz von selbst im Giroverkehr auf. Damit 
wäre die Buchwirthschait für alle grösseren Zahlungen des höheren Mittel- 
standes und der höheren Stände, sowie für allen kauimännis<^lu-n, landwirth- 
schaftlichen und industriellen Verkehr herg(»stellt, ohne die feste Grundlage 
der Goldwährung zu verlassen." . . . Wir glauben, dass die Zukunft, dem 
Verfasser Recht geben wird, nur in einer Hinsicht wei(-hen unsere Anschau- 
ungen von den seinigon ab. Der Check- und Giroverkehr soll nämlich nicht 
durch die Centralisirung bei einem einzigon Institute .sozusagen monopolisirt 
werden. Je mehr Institute das Giroweseii f<">rdern, desto rascher wird es in 
alle Schichten der Bevölkerung dringen. Worauf es ankommt, ist, dass diese 
Institute dann in dem zu diesem Zwecke bestehenden (.■learinghause ihre 
Abrechnungen, und zvar in der Weise i)ilegen, dass das Clearinghaus und 
jedes seiner Mitglieder ein (Tiio-Conto hei der Notenbank des Lande» habe. 
Während das Conto des Clearinghauses sich Jeden Tag ausgleichen muss, 
wird das Conto jedes anderen Mitgliedes mit dem Saldo, der sieh aus der 
Abrechnung ergibt, belastet oder erkannt. Um die Hichrigkeit unserer An- 
sicht zu beweisen, brauchou wir nur auf das Fjondoner, auf das New- Yorker 
und auf die anderen amerikanischen Clearinghäuser, sowie auf die Abrech- 
nungsstellen der Deutschen Keichsbank hinzuweisen. 

Die kaufmännische Zahlungsweise hat sieh mit der Entwicklung des 
Handels mehrfach geändert. Während in den früheren Jahrhunderten den 
Hauptgrund für die Einrichtung des (liro die häufige Veränderung, die Ver- 
schlechterung, kurz die Unsicherheit des Metallgeldes Inidele, ist heute diese 
Gefahr nicht mehr zu besorgen. (Iagf»gen li(»gt nunuhdir tler Hauptzweck des 
Giro anderswo, nämlich in der Ersparung der (leldcirculationsmirtel. Aber 
auch die Form ist eine andere geworden, denn die (lirohanken gehören längst 
der Vergangenheit an. Heute ist es der (Clearingverkehr, mittelst dessen die 
Forderungen und Verpflichtungen compensirt und beglichen werden. Und um 
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diese Abrechnnng nach Zeit und Ort zn concentriren, dazu dienen gleichsam 
als Träger und Zubringer die Check», kurzsichtige Auweiaungen, mittelst 
deren auf Gniiid einer Itei einer bestimmen Bank hinterlegten B&arsuinme 
Zahhmgen geleistet, sowie auf dem Wege den Zuschlages zu derselben em- 
pfangen werdftn. 

Der Clearingverkehr macht die Central isation des Check verkehre» durch 
eine Centralhank überflüssig. Der Giroverkehr eines Platzes soll nnd mnss 
sich in der Abrechnungsstelle dieses Platzes centralisiren, und in diesem 
Sinne jilaidireu wir aut-h für eine CentraÜsirung des Giroverkehres; allein 
es wäre gewiss vom UebeJ, wojin man den ganzen Giroverkehr in Eine Hand 
legen und damit die Existenz des Clearinghauses überflüssig machen wollte. 
Je breiter die Basis ist, auf die man den Giroverkehr stellt., desto wirksamer 
begegnet man den Anfechtungen der „ungemein grossen Künstlichkeit dieser 
Eutwickhing", und desto entschiedener kann man der Ansicht entgegentreten, 
dass wir auf eine „solide Baargeldwirthsehaft" angewiesen sind, wie diea Adolph 
Wagner in seiner letzten Broschüre „Die neueste 8ilberkrisis und nuser 
Münzwesen" behaupKit. 

In unserer Zfit, wo ein fiihlbarer Maugel des Geldes als Umlaufsmittel 
im Verkehre der Völker sich fühlbar macht, bietet sich als willkommenes 
AuskuntYsmittel, um Gold zu sparen, die kräftige Entwicklung des Giro- nnd 
Cheekwesens, eines Mittels zur Züldung ohne Geld und ohne Gold. Es wäre 
verfehlt, die agitatorisclie Kraft, welche im Wesen der Privatbanken für die 
so nothwentlige Verbreitung dieser Institntion sich dai'bietet, ungenützt zu 
lassen, denn die Ei'fahrung lehrt, dass ilort, wo der Giro- nnd Checkverkohr 
ein freier, vo]i allen Fesseln des Zwanges unbeeinflusster ist, dessen Ent- 
wicklang am meisten foit schreitet. Während die T'msatzzift'eni des Londoner 
Clearinghauses für ISVl'i einen Umsatz von rund MH2 Millionen Pfund Sterling 
ausmachen und der Giroverkehr des New-Vorker Cleariiigliauses in den letzten 
.lahren in einer Weise sich entwickelt, diiss derselbe die Zittern der Londoner 
Umsätze trotz der Miigliehkeit, mit Noten (tJreeubacks) zu zahlen, heute 
nahnzu eireiclit und die Ausdehnung des (-tiru Verkehres daselbst eine so 
enorme ist. dass nach einer vom Schatzanitc in Washington bereits im 
Jahre 1881 veranbissten Feststellung des \'erliäUnisses zwischen Baargeld 
und (.'hecks hei iH \ew-Yorker Banken blos lö Percent des gesammteu 
(leldverkehves auf den Metall- und Papiergeldunihiuf fallen, also 98'7 Perceut 
desselben durch den (Jim- und Checkverkehr bestritten werden*), hat der 
Giroverkehr am eurii])äisclien (.'onlinente sich bisher blos zu massiger Be- 
deutung anfsidiwingen kr.nnen. wenn auch insbesondere Frankreich nicht 
geringe Krfulgi' aufzuweisen Init. Von einer liesonders bemerkenswert heu 
Kiiiwiekltmg der Iiislitulioii in Tjfindi'ni, wo eine centrale Organisation der- 
selbi^ii l.estehl, kann Jedoch dnrcliaus keine Rede Sfin. 

'i I)li' viiM :;4Tj! Üaiiki'ii iler V('reiiii)^i:ii ■'^i:uileii im .hi\in; l'jl*2 gi^iliefertcn Zilferu weisen 
vom giwiniiiiti'ij i Ir-Wvi'i-keliri' 90ii IVrceitt in t'lifL-ks und AiiWL-isuugeii aiu. 
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Unsere Methode der mathematischen Ausgleichung der 

Mortalitätstafeln. 
IV. 

In der Tabelle II wurde jener der Regel I entsprechende constante 
Werth durch die für die einzelnen Alter sich ergebenden Zahlen desselben 
ausgedrückt. Diese weisen bis zum 70. Lebensjahre nur massige Abweichungen 
auf, indem sie bis auf zwei Decimalstellen miteinander übereinstimmen. Von 
da ab machen sich die Abweichungen in einer mit dem höheren Alter stets 
zunehmenden Intensität geltend, so dass hieraus auf eine bedeutende Anomalie 
der Sterbetafel in diesen Altersstadien geschlossen werden kann. 

Während der Verlauf der Sterblichkeit anscheinend ein ziemlich regel- 
mässiger ist, deutet die Beschaifenhoit dieser Zahlen darauf hin, dass die 
Abst-erbeordnung daselbst dem mathomatischen Gesetze insoferne nicht genügend 
Rechnung trägt, als diese Zahlen, welche im Principe miteinander ziffermässig 
übereinstimmen sollen, bis zum (56. Lebensjahre durchwegs grösser und von 
da ab bis zur höchsten Altersgrenze immer kleiner als der rechnungsgemäss 
bedingte Werth sich erweisen. 

Die Ursache hieven mag in dem Umstände liegen, dass der Verlauf der 
natürlichen Sterblichkeit hier nicht in genügender Weise zur Geltung gelangt, 
u. zw. dürfte dieselbe bis zum fi6. Lebensjahre zu niedrig und von da ab bis 
zur höchsten Altersgrenze zu hoch bemessen sein oder umgekehrt. 

In dem Processe der Beseitigung der Anomalien dieser Zahlen und 
deren Anpassung an einen gemeinsamen constanten Werth für alle Alters- 
classen besteht nun aber die Ausgleichung der Sterbetafel im Sinne des 
mathematisch bedingten Absterbegesetzes. In diesen Zahlen sind daher auch 
jene Merkmale gegeben, welche die Beurtheilung einer auf statistischer Grund- 
lage construirten Sterbetafel vom Gesichtspunkte ihrer mathematischen Ge- 
setzmässigkeit in der wirksamsten Weise gestatten und lässt sich in Folge 
dessen auf dieser Grundlage die Untersuchung einer beliebigen Sterbetafel 
durchführen. Indem die betreffenden Zahlen für alle Altersclassen in der hier 
demonstrirten Weise dargestellt werden, bietet sich hiedurch die Handhabe, 
die Ungleichheiten derselben ziffermässig wahrzunehmen und in deren rela- 
tiver Beschaffenheit die Wirkung der Abweichungen von der mathematischen 
Gesetzmässigkeit der l)etreffen(len Absterbeordnung zu erkennen. Die in der 
vorigen Abhandlung dargestellten Regeln I und II bieten demgemäss das 
erforderliche Mittel zur Untersuchung der Sterbetafeln auf ihre mathematische 
Gesetzmässigkeit. 

Nachfolgende Tabelle stellt die der Sterbetafel der 17 englischen Gesell- 
schaften entsprechenden abgeleiteten Zahlenwerthe nach Regel II dar. 
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Tibelle m. 






' 






1 .■ 




CoDsUnter Wejth 


II 

' 10 


2-10408 ^ 


3-10408 


0-32178 


<: 


t:.^^H- 


0-999061 1 


u 


2-13452 ■ 


3-13452 


0-31918 




1-000476 1 


12 


2-16564 , 


3-16564 


0-31670 




1-002560 1 


13 


2-19400 


319400 


' 0-31435 




1-0O4O34 i 


14 


2-211J35 


321935 


0-31215 




11X14922 1 


15 


2-24521 


3-24521 


0-31010 


■ 


1-006340 


16 


2-26783 


326783 


0-30818 




1-(X)6851 \ 


17 


2-29138 : 


3-29138 


0-3(«127 




1-(.I08(X)1 . 


18 


2-31162 . 


3-31162 


0-30455 




1-008554 1 


19 


2-33362 


3-33362 


0-30251 




1-008453 


20 


2-35135 


3-35135 


0-3(Xiy6 




1-008622 


21 


2-371X11 


3-37001 


0-29934 




1-(K18779 ' 


1 22 


2-iBil88 


3-38988 


0-211764 




I-1«X964 


23 


2-40566 


3-40566 


0-29*132 




1-0011165 '• 


1 24 


2-42-iK5 


3-42-iS5 


(1-211188 




1-0IW33O 


! 25 


2-44084 


3-1 ias4 


0-29340 


' 


l-( (19542 1 


' 26 


2-15535 


3-45535 


029222 




1-009722 


i 27 


2-47130 


3-47130 


0-29096 


1 


111UKI10 ' 


1 2K 


2-4x277 


3-48277 


0-21HKI4 




1-010142 ' 


2!) 


2-49644 


3-41H544 


0-288117 


1 


l-01036(i 1 


30 


2-5(«133 


3-50633 


0-2H821 




1-010664 1 


31 


2-517K3 


3-51783 


0-28735 




1-010850 


32 


2-52597 


3-r')2597 


0-28676 




1-011107 . 


33 


2-635i;9 


3-53569 


0-28605 


i 


1-011384 


31 


2-547211 


it-5 17-20 


0-28520 




1-011661 • 


35 


2-54779 


3-51779 


0-28681 




1-014673 


36 


2-55167 


3-55167 


0-28784 




1-022310 


37 


2-56657 


3-56657 


0-28617 


1 


l-02(»!45 ; 


3« 


2-5ml36 


3-58036 


0-28435 




1-018075 ' 


311 


2-59616 


3-59616 


(128249 




1-015879 ; 


40 


2-61447 


3-61447 


(J-28014 




1-013642 1 


41 


2-62735 


3-62735 


0-27956 




1-014062 


i 42 


2-63127 


3-63427 


(1-271112 




1-014398 


43 


2-62-207 


3-62-207 


(1-28021 




1-014940 


44 


2-58861 


3-58861 


( 1-28282 




1-014930 


4Ö 


2-54319 


3-54319 


(1-28665 




l-tll5()55 i 


46 


2-47627 


3-47627 


(1-29228 




1-016044 


47 


2-40852 


3-4^^S52 


(1-29821 




1-016455 ' 


4S 


2-33716 


3-33716 


0-30170 




1-016833 1 


4(1 


2-26607 


3-26(»l7 


(1-31146 




1-017250 


! 50 


2-19274 


3 19274 


(1-31874 




1-017664 


61 


2-11691 


3-11691 


0-3-2680 




1-018630 


52 


2-04201 1 


3-(U-209 


0-3346(i 




1-O18065 


53 


1-1)6444 


2-96444 


0-31374 


, 


1-018996 


54 


1-89161 


2-89161 


0-35256 




1-019466 
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w' 


Oonstanter Werth 




Alter 
Jahre 




2-81885 


- .^-+ 1 
h --^ 1 

0-3()122 


(S£ -)(?-) 


= 1 


55 


1'81&S5 


1-018226 




56 


l-7424<; 


2-74246 


0-37209 


1-020442 


' 


57 


1-67394 


2-()7394 


0-3«18;-5 


l-020{»90 




58 


l-60(>54 


2-60654 


0-39Ui) 


1-020434 




59 


1-53453 


2-53453 


0--l03()7 


1-023114 




60 


1-46382 


2-4()382 


0-41505 


l-022()06 




61 


1-39327 


2-39327 


0-42751 


1-023147 




! 62 


1-32257 


2-32257 


0-44075 


1-023672 




' 63 


1-25490 


2-254iH) 


0-45423 


1-024243 




64 


1-187% 


2-18796 


0-4(W38 


1-024796 




65 


112318 


2-12318 


0-48292 


1-025310 




66 


1-06123 


2-06123 


0-49771 


1-025895 




! 67 


0-99961 


1-999(J1 


0-513G0 


1-027000 




' 68 


0-941)10 


J -946 10 


0-5275f) 


1-026684 




69 


89240 


1-89240 


0-54302 


1-O27610 




70 


0-84226 


1-8422(5 


0-55S13 


1-028221 




71 


0-79528 


1 1-79528 


0-57308 


1-028839 




72 


0-74857 


l-7-4'S57 


0-58922 


1-030292 




73 


0-7(}893 


1-70893 


0-t)0474 


1-033458 




74 


0-66683 


l-()6683 


Ot)1725 


1;028850 




75 


0-63237 


1-63237 


0-(;3207 


1-031772 




i 76 


0-69899 


1-59899 


0-615t)3 


1032356 




77 


0-56647 


l-5(5(i47 


0-65! H)5 


1033322 




78 


i 0-53569 


l-535(!9 


0-(;7332 


1-034010 




79 


0-50807 


l-5as()7 


0-(;8()28 


1034958 




80 


0-4831« 


1-4831S 


0-()9853 


1-03(5045 




81 


0-46 ISO 


1-4(5 ISO 


0-70971 


1-037454 




■ 82 


0-44652 


144(552 


0-71822 


L -038920 


f 


83 


0-43318 


1-43318 


0-72r,42 


1-04101H» 




84 


0-424M1 


1-42481 


0-73252 


1-043702 




85 


0-41761 


1-417(51 


0-738H 


l-( »4(5777 




8H 


0-41 17() 


1-41] 76 


0-74405 


105(»42(.» 




87 


0-40743 


1-40743 


741 »43 


1-054770 




88 


0-40161 


1-40161 


0-75()19 


l-( »59883 




89 


0-39441 


1-;J9441 


0-7r,41() 


l-0(5547(» 




JK) 


()-;-»S(>7 


1 -3.^^(7 


0-772t)7 


1-(.I72273 




91 


' 0-37936 


1-3793(5 


()-7S333 


1-()H(.I5(H) 




92 


0-37047 


1-37017 


0-79510 


l(i89(5()0 




93 


(»31317 


1-34317 


0-81711 


1-097920 




94 


0-32:)« m; 


1-3250(5 


0-835:59 


1-10(5942 




95 


' 0-272(11 


1-272(51 


0S(;819 


1-1 (»5249 




9« 


• 0-2296-2 


1-229(52 


0-SiM)13 


1-101'.K)0 




97 


0-3(il()7 


1-36107 


0-8<;738 


1-180565 




98 


0-66401 


l-6(54( »] 


0-850< H ) 


1-414408 


1 
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mit in Bechnang gelangt. Die Aufstellung einer solchen Form ist jedoch 
blos unter der Voraussetzung möglich, dass eine gewisse Begelmässigkeit 
platzgreift, welcher diese Veränderung sowohl mit Rücksicht auf ihre Beschaffen- 
heit als auch hinsichtlich ihres periodischen Eintreffens unterworfen sein 
müss. Dieser Anforderung kann nun derart Rechnung getragen werden, dass 
eine jährlich gleichmässige Veränderung des Zinsfusses, u. zw. consequent 
nach einer Richtuug liin angenommen wird, in wclclier der Effect der voraus- 
sichtlichen Gesammt Veränderung während einer längeren Anlageperiode zum 
Ausdrucke gelangt. 

Wird nun in diesem Sinne die Veränderung des allgemeinen Zinsfusses 
P -- 100 p durch die Relation P -\- *1^ 100 {p 4- 'p) ausgedrückt, so ergibt 
sich folgende Ableitung: 

K-j ^^- K. (1 + p) 

K^ ^ K{1 + p) (1 + ^; + ?) (1 + [>■' + ? (1 + i>) 

Äg - Ä (1 + p) a + p + f) (!+;> + 29) ■ (1 + /,)3 + 3 9(1 + pY + 2f^(i+p) 

Kt ^ K (1 + p) (1 + ^, + 9) (1 + ^. + 2 ?) (1 + /) + 3 9) 

^ (1 + ^>)* + 6 9 (1 + />)' + 11 9-^ (1 + pr + 6 9» (1 + p) 

Ä. ^ - ^ (1 + i>) (1 + ^) + 9) il + p + 2 9) (1 + /, + 3 9) (1 + p + 4 9) =-- 

- (1 + p)" + 10 9 (1 + p)i + 35 "/ (1 + py + 50 9« (1 + p)-' + 24 9« (1 + p) 



Kn- K {1 + p) (1 + p + f) (1 + p + 2 f) . . . . (1 + p + n <f) ^ 

^ (1+ p)n + A. 9 (1 + p)n-l + B. 92 (1 + p)n-2 + C. f (1 + p)n-S . . . . 

Da nun die Grösse <P als jährliche Veränderung des Zinsfusses sehr 
klein sich gestaltet, so wird 9 als der hundertste Theil derselben in den 
höheren Potenzen um so eher vernachlässigt werden können und wir werden 
deshalb blos die erste und zweite Potenz desselben in der Rechnung berück- 
sichtigen. 

Demnach gelangen wir zu folgendem Resultate : 

Kn K [(1 + p)n j- A. 9. (1 + {>)>> -1 + /y. ;-' (1 + p^-^ 

worin die CoBiFicienten A und H den Werthen 

n (« — 1; 



^'- 2 



und 



^' V ^ («— ^'r in—k-l) 



k n 2 



entsprechen, so dass die gesuchte Form in folgender Weise sich präsentirt: 






f 






* ^ 
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K,-KLi+pr+ !!-4^ . , . (1 + p)«-i + 



+(j;<5--=^«i=^),'.(.+p).-^] 



Ist nun 9 negativ, d. h. vollzieht sich die Veränderung des Zinsfuases 
in abnehmendem Sinne, so wird diese Form eine Aenderung nur insofeme 
erleiden, als bei den mittleren der innerhalb der Klammer vorkommenden 
Summanden das positive Zeichen in ein negatives übergeht Es bezeichnet 
daher dieses Zeichen die eigentliche Veränderung des Zinsfusses im zunehmen- 
den oder abnehmenden Sinne, u. zw. je nachdem dasselbe positiv oder negativ 
sieh gestaltet. 

Es sei z. B. ein Kapital von 10.000 Gulden auf 10 Jahre der-, 
art verzinslich angelegt, dass der Zinsfuss im ersten Jahre 
4 Percent, im zweiten 395 Percent, im dritten Jahre 8-90 Per- 
cent u. s. w. und schliesslich im zehnten Jahre 3-55 Percent 
beträgt, also in jedem nach sten J ahre um 0*05 Percent abnimmt, 
auf welchen Betrag wächst das Kapital durch Zinsen und 
Z i n s e s z i n s e n a n V 

In diesem Falle ist nun 
K 10.000, « - 10, r ItK).// 4, ^l> 100.9 - — OÖo ^^^ ^^" -? 
Es ergibt sich (hiher folgende Form: 
Kn 10.000 [(l-04j»" — 45 (104)« 00006 + 880.(1-04)« 0-00000025] 

und schliesslich 

K,i - 10.000 (1-480243 — 0-032025 + 0000300) 14485- 18 

Ein zweites Beispiel : Ein Kapital, welches während 20 Jahren 
derartverzinslich angelegt war, dass der Zinsfuss im ersten Jahre 
B Percent, im zweiten Jahre 504 Percent, im dritten Jahre 5-08 
Percent u. s. w. und schliesslich im zwanzigsten Jahre B-76 
Percent betrug, also in jedem nächsten Jahre eine Zunahme 
von 0-04 Percent aufwies, beträgt gegenwärtig 5400 Gulden; 
welcher Betrag wurde ursprünglich angelegt? 

Hier bedeutet 
Kn =- 5400, n - 20, P = 100 p 5, * 100 -. + 004 und K - ? 
demnach ergibt sich die Form 

5400 - K [(l'Oby'^ -h 190 {l'Ooy^ . 0-0004 + 16,825 (105)»» . 0-00000016J 

respective 

5400 ^ K [2 G53300 + 0192048 + 0-006479J A'. 2-851827 
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und daher 

K =-- 1893-52 

Mit diesem Beispiele correspondirt in Bezug auf eine Zinsfuss-Yerände- 
rang im umgekehrten Sinne folgendes: Ein Kapital, welches während 
20 Jahren derart verzinslich angelegt war, dass der Zinsfnss 
im ersten Jahre 5*76 Percent, im zweiten Jahre 6"72 Percent, 
im dritten Jahre 6*68 Percent u, s. w. und schliesslich im zwan- 
zigsten Jahre BProcent betrug, also in jedem nächsten Jahre 
sich um 004 Percent verminderte, beträgt gegenwärtig 6400 
Gulden; welcher Betrag wurde ursprünglich angelegt? 

Diesem Beispiele entsprechen nun die Werthe: 
Kn -= 6400, w - 20, P -- 100 p - 5-76, a> - 100 9 004 und /f - ? 

demnach ergibt sich die Form 

6400 ^ K [(1 •057())-i" — 190 . (1.057B)»9 . 00004 -|- 16,825 (1 0576V« . ()00000016| 

respective 

6400 K (3064983 — 0220232 + 00073451 A' . 2a5209«J 
und 

K -= 1893-34 

Aus den Resultaten dieser beiden Beispiele ist nun zu entnehmen, dass 
die Umkehrung der Reihenfolge der Zinsfüsse eine besondere Aenderung des 
Ergebnisses nicht zu bewirken vermag, woraus der Schluss zulässig ist, dass 
die Anwendung eines fixen Durchschnittszinsfusses gleichfalls zu annähernd 
verlässlichen Resultaten führen dürfte. 

So liefert in diesem speciellen Falle der fixe Durchschnittszinsfuss von 
6-38 Percent für A^ den Werth 

K - 1893-34 

und kann daher, wenn nicht auf besondere Genauigkeit Werth gelegt wird, 
für blos näherungsweise Berechnung auch zu diesem einfachen Hilfsmittel 
gegriflfen werden. Die merkwürdige Erscheinung des so nahen Ueberein- 
stimmens der Resultate bei steigender und fallender Zinsfussveränderung 
von gleichem Ausmaasse dürfte offenbar in dem Umstände zu suchen sein, 
dass bei anfangs grösserem und successive abfallendem Zinsfüsse die Zinsen, 
hingegen bei anfangs kleinerem und successive aufsteigendem Zinsfüsse die 
Zinseszinsen insoferne ausschlaggebend für das Resultat sich erweisen, indem 
deren bezieliungs weiser Einfluss auf dasselbe eine nahezu gleiche Wirkung 
ausübt. Von diesem Gesichtspunkte aus lässt sich auch die annähernde Ueber- 
einstimmung mit jenem aus dem Durchschnittszinsfusse entspringenden Re- 
sultate erklären. 
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Unsere Methode der mathematischen Ausgleichung der 

Mortalitätstafehl. 
V. 

Die bisherigen Ausführungen über dieses Thema betrafen die Feststel- 
lung und Untersuchung derjenigen Merkmale, welclie in ilirem Wesen die 
etwaigen Abweichungen von der mathematischen (.resetzmässit!;keit des Ver- 
laufes einer Sterbetafel zu kennzeichnen geeignet sind. Diese Merkmale, deren 
Cliarakteristicon in zweien bestimmten, auf deductivem Wege abgeleiteten 
mathematischen Regeln besteht, umfassen ganz allgemein das Wesen des Ab- 
sterbegesetzes in Bezug auf dessen functionelle Beschaffenheit, indem sie jede, 
selbst die geringste Unregelmässigkeit, im gesetzmässigen Verlaufe der Sterb- 
lichkeiten erkennen lassen und solchermassen eine goeignoto Handhabe bieten, 
um eine mathematisch vollkommen verlässliche Methode für die genaue Aus- 
gleichung der Sterbetafeln zu ermöglichen. 

Combiniren wir nämlich die den ßegeln I und II entsprechenden Formen: 

I. {'^IgLfjt + ^l(fff\) ff'j: =-- — 



L::.lgw 



«• m.'W'^ 



c 



indem wir die beziehungsweisen laut Tabelle II und III sich für die einzelnen 
Alter ergebenden Resultatswerthe in ihren Abweichungen berücksichtigen, 

u, zw. derart, dass wir dieselben allgemein durch respective r ausdrücken, 

so ergibt sich hieraus die Relation 

1 Wx +1 c . j j 

Wenn wir nun diese mit der ursprünglichen Grundform, von welcher 
wir hinsichtlich dieser Materie ausgegangen sind, vergleichen, so linden wir 
den unmittelbaren Zusammenhang, welcher bezüglich der Anomalien der Ur- 
sprungszahlen und deren Ausgleiclmng bestt^ht. 

Diese Grundform lautet nämlich : 

1 w'j. L'jr ^ , , 1 n\ -f 1 ' I r 

— — — — = j- d. h. also — • - - - --= /..ifßLj. 

Wx iCr Lx y- ''V 

woraus zu entnehmen ist, dass die Anomalie der TIrsprungszahlen in der 
Abweichung des Werthes der Function von //., von demjenigen der ent- 
sprechenden Function von L^ besteht, da mich der (Grundform die Werthe 
der entsprechenden beiden Functionen vollständig übereinstimmen müssen. 
£s ergibt sich daher die Noth wendigkeit, jene Werthe, in welchen der gesammte 
Sffect der jeweiligen Abweichung zur Geltung gelangt, für die einzelnen 
Alter ziffermässig festzustellen, weshalb \vir in der folgenden Tabelle '^^^- 
selben berechnen. 
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- -- — .- • /Jsfiu 
b 



Ifjc 



55 

56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 
72 
73 
74 
75 
76 
77 
78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
92 
93 
94 
95 
% 
97 
98 
99 
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0-4385620 

0-4380048 

0-4378H63 

0-4380437 

0-4372261 

0-4373031 

0-437«)183. 

0-436»3813 

0-4362i)y6 

0-4358422 

0-4353425 

0-4347605 

0-4338260 

0-43367U!> 

0-432601« 

0-4317225 

0-43()7G82 

04291370 

0-426392(» 

0-4285300 

0-425751!» 

0-4243782 

0-42270Ö0 

0-4208614 

0-4188961 

0-4167070 

0-41439401 

0-4124160 

0-4098022 

0-4072683 

0-4044289 

0-4012027 

0-3974791 

3928830 

0-3874681 

0380(5141 

0-3720310 

0-3618900 

0-3440500 

0-3271190 

0-2997937 

0-2711110 

2665766 

0-25000(K) 



1-009827 
1-008543 
l-a)8270 
1'0(;>8()33 
1 •000750 
1-000928 
1-0(16271 
l-00549<; 
1-004017 
l-(K.)3r)()3 
1-002413 
1-U.)1073 
0998923 
0-998541 
O-«»<i01O3 
0-994» »7« 
991881 
0-988 125 
0-981S(>4 
0-980727 
0-980330 
0-977107 
973321 
0-909009 

O904544 
0-959t542 
0-954171 
0-949623 
943005 
0-937770 
0-931232 
0-923803 
0-915230 
0-904047 
0-892179 
0870390 
0-850033 
0-833283 
0792205 
0-753221 
0-690300 
02425(5 
0-013813 
0-575046 






•018225 
•020442 
•0209JK) 
•020434 
023114 
•022(508 
•023147 
023(572 
•024243 
-O247i0 
•025310 
-025895 
■027000 
•C>2(5(584 
•027010 
-0-28221 
-02as39 
030292 
-033458 
•028850 
■031772 
•032;{ü0 
■033322 
■034010 
■034958 
■03(5045 
037454 
038920 
■041090 
043702 
040777 
050420 
1)54770 
■059883 
■(X55470 
■( )72273 
■0805(.H) 
■(J89(50O 
■097920 
■10»5942 
105249 
lOliKW 
■180565 
414-108 



.. I 



1-(X>8316 
1-011774 
1012« 16 
1-011700 
1-016254 
1-015572 
1016770 
1-018077 
1-011>536 
1021157 
1022842 
10247 W 
1-028107 
i -028 184 
1-031G31 
1034346 
1037261 
1 -042674 
r052r)12 
1 '042690 
r052474 
1056476 
1*061646 
r0670l3 
1073003 
r07*J6l7 
1*087276 
1*094034 
1103312 
1112U62 
1-124078 
1-137060 
1*152465 
1*171600 
r 194234 
1 223502 
1*261333 
1*307672 
1*418186 
1-466238 
1*601113 
1*765141 
1*918910 
2*457078 



0Ü095912 
0102812 
0-0109895 
001 1 7489 
00126462 
0-0135871 
0-0146406 
00158076 
00170799 
0-0184854 
00200265 
0-0217123 
0-0235959 
00255584 
0-0277637 
0-0301587 
0()327()80 
0-035()973 
00388647 
0421330 
0-0459093 
0-0499654 
00544916 
00594718 
0-0649307 
0709382 
0-0775393 
00846510 
00927075 
0-1016608 
1120535 
01242678 
01388317 
01568474 
01793755 
0-2078485 
0-2453167 
0-2951090 
0-3763610 
0-4624923 
0-6103256 
0-8018300 
0-9553406 
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Dem Werthe von /o respective dessen Differentialqnotienten w^i ent- 
spricht also ein anderer Werth von />r, als derjenige, welcher der zogronde« 
gelegten, auszugleichenden Sterbetafel gemäss sich ergibt, sodass die betreffende 
Relation mit Rücksicht auf diesen Umstand auch in folgendem Sinne aufge- 
fasst werden kann 

1 "'i "^1 *' TT \ 1 /7 \ 

— . --- -- ; IgL,^ L\lg(Ljr) 

wobei {Ljc ) die Zahlen der Lebenden einer anderen Sterbetafel darstellt, 
welcher die Anomalien der ersteren Sterbetafel im reciproken Sinne anhaften. 
Auf diese Weise werden die aus der neuen Sterbetafel entspringenden Werthe 
der wahrscheinlichen ferneren Lebensdauer den veränderten Zahlen der 
Lebenden gemäss gleichfalls eine Veränderung erleiden, welche sich im ent- 
gegengesetzten Sinne der ursprünglichen Sterbetafel geltend machen wird. 
Bezeichnen wir die mit (Lx) correspondirenden Werthe mit (wv ) und (w?x), so 
ergibt sich demzufolge die folgende Relation 

welche diesen Process in seiner diesbezüglichen Consequenz kennzeichnet. 

Aus diesen beiden Relationen entspringt nun schliesslich diejenige von 
der Form 

1 + {jr^ ci ^ 1 + //•; 

aus welcher clor Coefficient verschwindet, sobald anstatt der Werthe von fr« 
und (irr ) das arithmetische Mittel der Beiden gleichzeitig substituirt wird, 
so dass eine identische Gleichung resultirt. Diesem arithmetischen Mittel der 
beiden Lebensdauorwahrsclieinlichkeiten wird nun auch das arithmetische 
Mittel der beiden Zahlen der Lebenden 7>,. und (L^ ) im selben Masse ent- 

sprechen, als die Ooeriicienten , und / miteinander übereinstimmen. 
^ b hl 

Ist dies blos in unzureichendem Masse der Fall, so erfahren die sich 
ergebenden aritlnnotischen Mittelwertlie (L^ ) und (/r^ ) eine weitere Correctur 
dadurch, dass auf Urund der gegebenen Zahlen gegenseitig nochmals eine 
weitere Ausgleichung erfolgt. Dieselb«^ vollzieht sich schliesslich derart, dass auf 
der einen Seite aus den solbstständig sich ergebenden Mitte Iwerthen der Zahlen 
der Lebenden die entsprechenden Lebensdauerwahrscheinlichkeiten und auf 
der anderen Seite aus den vorhandenen Mittel werthen der wahrscheinlichen 
Lebensdauer die corresj)ondirenden Zahlen der Lebenden berechnet werden 
untl aus den solchermassen dargestellten Dopi)el\verthen abermals das arith- 
metische Mittel derselben berechnet wird. Durch Fortsetzung dieses Processes 
mittelst gegenseitiger Ausgleichung gelangt man schliesslich zu vollständig 
übereinstimmenden Werthen der Function von ?r,. und 7>^ laut der bekannten 
Grrundtoi'm. 
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ti der niathuinatischeii Ausgleichung der 
Mortalitätat affin. 

VI. 

1 Abhandliiitg dargestellte Ansgteiuhsprocess ISsst sich 
ter ReÜienlblge durchführen, iudeni die Delation 

DUien wird und aus dem arithmetiächeD Mittel der 
Jr «ud {L, ) eine neue Sterbetafel mit den Zahleu det 
[ien wird, (hsren Ergebnis (Wj ), dann erst mit dem 
on ir., und Imv ) zur Vergleichung gelangt. Auf diese 
I' Einblick in den Entwicklungsgang des Ausgleichuugs- 
sich gleichzeitig eine bequeme Controle für die V«r- 
ngsergebnisses darbietet. In Folge desen erweist sich 
iilliaft«r als der ersti-rf und werden wir denüelbeo 

Ausgleichung einer Sterbelatei liegt aber noch eine 
Grunde, welche erfüllt werden uiuss. wenn den beiden 
Liiuiig getragen werden soll. Mit EUcksicbt auf die 
m Jahre, welchen eine jede Sterbetafel entspricht, 
tn matliematiscb eigentlicli identischen Werthen 

■ lJ '.I "'j respective y^ nnd ;i . '.'//'.- 

rosse der Intervalle entspringender Unterschied, dessen 
1 Ansgleiclmngsproct-Bse einer Htcrbetafel überhaupt 
;ung ist, da in demselben znni giosaen Theile die 
EU suchen ist. 

ler in diesem Falle mit zweien wenn auch mir wenig 

snden Wertheu ein- und derselben mathematischen 

Ichft den Gani;- ilei' lleL-linung natnrgemäss irritiren 

,ive Anwendung beider Wertiie im Calcul nicht leicht 

.. Dieser Umstund hat seine Ur.sacbe darin, ilass ans den 

, wohl die entspreclienden Leben sdanerwahrsc heinlich- 

auch umgekehrt ans den Lebeusdauerwahrscheinlich- 

jebenden arithmetisch direct ermittelt werden können, . 

1 zu diesem, das anderemal zu jenem Werthe derselben 

um den Ausgleichungsprocess rechnnngsmässig unter 

seh complicirter Condusionen durclifüliren zu können. 

Der Ansgleiclmngsprocess, der liier zur Anwendung kommt, düi-fte jedoch 

geeignet sein, auch dieser Anforderung Rechnung zu tragen und mag in 

JfT«ohfolgendem die tabellarische DarstelUmg desselben hierüber Aulschluss geben. 
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- 0-0102812 


5-7918101 , 


019170 


620940 


620065 


67 


— 00109895 


6-7816289 1 


604685 


6(»i580 


606633 


68 


- 0-0117489 


5-7705394 ' 


r)89r>75 


591610 


590698 


69 


-- 012ii462 


5 7587906 


573840 


576000 


674920 


60 


— 013.-1871 


Ö-7161443 


.557371 


559730 , 


568561 


61 


— 0146406 


5 7325572 


r>40203 


,5427.50 . 


541477 


62 


— 00168076 


5-7179166 


.522296 


525050 


523673 


63 


— 0017079!! 


57021090 


rrtl3627 : 


606610 


605119 


64 


— 0-0184854 


5-6860291 


4S4206 


487440 


485828 


66 


— 00200266 


5 6665437 


464028 


467540 


466784 


66 


— 00217123 


5-6465172 


443U6 


446930 


445023 


67 


— O02359Ö!) 


5-6248049 


421507 


42.5650 


423679 


68 


— 0-0265584 


5-60120SK) 


399217 


403740 


401479 


G9 


- 00277637 


5-5756506 


376401 


381280 


378841 


70 


- O0301687 


66478869 


363091 


358370 


366781 


71 


- 0327680 


55177282 


329404 


335100 


332252 


72 


- 00356i)73 


5-4849602 


305464 


311590 


308627 


73 


- 00388047 


54492629 ' 


281.360 


287970 


284665 


74 


— 0421330 


54103982 


267276 


264390 


260833 


76 


- 00459093 


5-3682652 


233488 


24101 10 


237244 


76 


— 00499664 


5-3223659 


21006« 


217970 


214018 


77 


— 0-0544916 


5 2723905 


187230 


19.5480 


191368 


78 


— 00594718 


6-2178989 


165158 


17.3090 


169424 


79 


— O0649307 


51584271 


147376 


1.52770 


160073 


80 


- 00709382 


50934964 


124021 


132900 


12frt6i 


81 


- 00775393 


5-0226582 


1063.32 


1 14240 


109786 


82 


- 00846510 


4 9450189 


88109 


96940 


92525 


83 


- 0-0927076 


48603679 


72505 


81120 


76813 


84 


- 0-1016608 


4 7676604 


6H668 


(i0850 


62709 


86 


- 01120535 


46669996 


46345 


.54170 


50268 


86 


— 1242678 


456.19161 


.3.6805 


43060 


39433 


87 


— 01388317 


44296783 


26895 


3.3480 


30188 


88 


- 01.-;68474 


4 2908466 


19537 


25370 


22454 


89 


- 0-1793765 


4-1339992 


13614 


18640 


16127 


90 


- 0-2078485 


3 9546237 


9008 


13190 


11099 


91 


— 2463167 


3-74677r>2 


5582 


8920 


7251 


92 


- 02961090 


3 6014585 


3173 


5700 


4487 


93 


— 03703610 


3-2063495 


1608 


3390 


2499 


94 


— 04624923 


2-82U9S85 


676 


1840 


1268 


96 


— 0-6103256 


2-3674962 


22» 


890 


559 


96 ' 


- 0-801830(] 


17f)7170i; 


57 


370 


214 


97 . 


~ u-9553406 


9553406 


9 


1.30 


70 , 


98 ■ 




0-0000000 


1 


40 


21 
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Die entsprechende Wiederholung dieses Proces 
Aasgleichiing der "Werthe der noch in Betracht. 
Functionen gerichtet. 

Unaereu früheren Auai'iihrungen gemäss wird S' 
Mittel zwischen L^ und (L, ) das ist (/v^ )| die Grunc 

gleichtingsproce^ses bilden, indem analog biezu das tr, und [Wx ) das ent- 
sprechende aritlimetiuche Mittel (ii\, \ festgesteift wird und auf diese Weise 
eine gegenseitige Ausgleichung dieser beiden Grössen bewirkt wird. Dies 
geschieht bekanntlich in der Weise, dass aus den festgestellten Zahlen der 
Lebenden (L, ), direct die entsprechenden Lebeusdatierwalirscheinlichkeiten (ff, \ 
und umgekehrt aus {ii\ \ die Werthe von {//-ji, und mit Hilfe derselben der Form 

gemäss, die Werthe [L, ^ ermittelt werden, worauf abermals ilaa arithmetische 
Mittel zwischen {Li\ und (/.^ ig sowie zwischen (wj. ), und (ic, )j dargestellt 
wird, welcher Procpss solange wiederholt wird, bis die vollständige Aus- 
gleichung aus dem Schwinden jeglicher Differenzen zwischen den Werthen 
identischer Functionen wahrnehmbar ist. Aus dieser Tabelle ist auch zu 
entnehmen, dass die Feststellung der Anomalien durch die Werthe h und c 
iUr den Ausgleichungsprocess nicht unbedingt nothwendig ist und derselbe 
directe aus den gegebenen Ursprungazahlen eingeleitet werden kann. 

Ermittelt man nähmlich aus den Zahlen der Lebenden L, die Lebens- 
dauer Wahrscheinlichkeiten ir, und deren Differenzen ir'„ so ergibt sich hieraus 
unennittelt der Werth 

welcher die Differenzen der briggtschen Logarithmen der abgeleiteten Zahlen 
der Lebenden'* (Lj. ) darstellt, aus welchen sich diese ergeben, sobald man 
deren Logarithmen aus den entsprechenden Summen der Logarithmen-Diffe- 
renzen feststellt. Der weitere Process entwickelt sich sodann in der oben 
dargestellten Weise. 

Dieser Umstand zeigt offenbar, dass bei Ausscheidung der überflüssigen 
Elemente aus der Rechnung der Process auf das einfache Princip der Aus- 
gleichung identischer Functionen sieh reducirt und zugleich in seiner Con- 
sequenz direct ant' die Erfüllung der Bedingungen, welche in den Regeln 
I und II zur Oeltung gelangen, gerichtet ist. 

Jene die Anomalien zum Ausdrucke bringenden Werthe b und c sind 
jedoch trotz ihrer Entbehrliukkeit im Ausgleiohungsprocesse wichtig genug, 
um nicht übergangen zu werden, da sie als sichtbare Merkmale mangelnder 
Gesetzmässigkeit des Sterbliclikeits-Verlanfes geeignet sind, der systematischen 
Ausgleichung der Mortalitiitstafelndßsniitbige Fundament zngewähren.Dieaelben 
repräseutircn in ihrem Wesenden Ausdruckeiner melir oder weniger vorhandenen 
Uebereinstimmung der Abaterbeordnnng mit dem mathematischen Wahrsohein- 
lichkeits- Gesetze und bilden daher stets den Ausgangspunkt dieses ProcesMa. 
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Mathematische Darstellung der Kapitals-AufziDsunjrsform unter 
Voraussetzung eines veränderlichen Zinsfusses. 

II. 

In der vorigen Abhandlung über dieses Thema gelangten wir zu der 
interessanten Conchision, dass bei jährlich gleichmässiger Veränderung des 
Zinsfusses das Aufzinsungsresultat annähernd demjenigen gleichkommt, welches 
sich bei Zugrundelegung des entsprechenden Durchschnittszinsfusses ergibt. 
Nun ist aber bekanntlich jenes Aufzinsungsresultat selbst blos eine Art 
Näherungswert!!, da bei der bezüglichen mathematischen Form, deren Be- 
schaffenheit sich in einer geometrischen Reihe j)räsentirt, blos die drei ersten 
Glieder in Betracht gezogen wurden, während* die übrigen Glieder mit Rück- 
sicht auf die besondere Convergenz dieser Reihe eine Vernachlässigung 
erführen. Desshalb erscheint ca wohl fraglich, ob diese Rechnungsgrundlage 
auch für Kapitalssummen hinreichend sich erweist, die in ihrer Höhe jene 
Grenze übersteigen, welche durch die in der vorigen Abhandlung angeführten 
Beispiele gekennzeichnet ist. Je grr>sser nämlich der für die Aufzinsung in 
Betracht kommende Kapitalsbetrag sich gestaltet, auf desto mehr Decimal- 
stellen muss die Genauigkeit des Aufzinsungsfactors sich erstrecken und desto 
mehr Glieder jener geometrischen Reihe müssen mit Rücksi(^ht hierauf in 
Rechnung gelangen. Freilich dürfte für den gewöhnlichen praktischen Gebrauch, 
zufolge der ungemein wirksamen Convergenz dieser Reihe, das fünfte Glied 
derselben bereits hinreichen, um selbst für Kapitalssummen von Hunderten 
Millionen genügend zuverlässige Resultate zu liefern, immerhin bleibt jedoch 
die Frage offen, ob auch in dem Falle des Inbetrachtkommens dieser höheren 
Kapitalssummen der gleiche Umstand hinsichtlich obiger Wahrnehmung, 
betreffend des gleichen Aut'zinsungsresultates mittelst Anwendung des Durch- 
schnittszinsfusses, obwaltet. 

Um in dieser Beziehung in geeigneter Weise sich Aufklärung zu ver- 
schaffen, erschiene es angezeigt, in der Rechnung weitere Glieder der Reihe 
2U berücksichtigen, sowie auch gleichzeitig die Untersuchung auf die nähere 
Beschaffenheit der zugehörigen Co^fficienten (', />, h\ . . . auszudehnen. Wird 
jedoch erwogen, dass ein übereinstimmendes Ergebniss bei Inanspruchnahme 
blos eines nächsten Gliedes der Reihe schon einen Schluss für die analoge 
Beeinflussung weiterer berücksichtigter Glieder der Reihe zulässt, so dürfte 
ein Aufschluss in dieser Hinsicht bereits durch Mitheranziehung blos des 
nächsten, also vierten Gliedes, möglich sein. Von diesem Gesichtspunkte aus 
soll daher versucht werden, diese Frage zu lösen und zu diesem Zwecke der 
CoQfficient des vierten Gliedes der entsprechenden geometrischen Reihe in 
seiner allj;;emeinen Beschaffenheit näher bestimmt werden. 
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Die allgemeine Forta flir die Eapitalsanfzinanng bei regelmftuig vei^ 
ILaderlichem Zinsfusse lautet bekanntlich: 

Kn - KHl+p)n + A.^(l+p)«-l + B.^^l+p)n-2 + C.^1 (1+p) «-3 + . . . ,] 
worin die Coöffioienten A nnd B den Werthen 

imd B - i| (»—1)« {«—2) + (»—2)« («-3) + . . . + («-*)• (n-i— 1) I 

_, ' "i ' ("-'-)' ("-'■- » 

J: - n ^ 

entsprechen. Ber CoßMcient C wird nun gemäss der in der vorigen Abh&ndlnuf; 
dargestellten Ableitung durch die Reihensumme 

C - ''=-1 [("-2)" («-3) + (»-3)- C«^) + + («-!')' («-S^-1)] +' 

+ !L^ [(»-3)» («-4) + (n-4)' (» -6) + I- («-i)' (»-i-l)1 + 

+ !=! r(»-4)' («-5) + (,,-5)> (,,-6) + I- (»-*)» (»-<— 1)1 + 

^ 1Z±±JiU«-lc)'i«-k-l)\ 

zam Ausdrucke gelangen und demnach iu der Äufziusiiugsform seinen Einflnsa 
geltend macheu. Mit Bücksicht auf die mathematisclie Beschaffenheit dieses 
Co6fficienten -Werthes lässt sich nun die Conchisioii ziehen, dass ausser der 
Höhe der in Betracht kommenden Kapitalssumnie auch die Länge der Auf- 
zinsungst'riät für die Zuverlässigkeit des Calculs von hohem Einflüsse sein 
dürfte, da n als der Atisdruek der letzteren bei steigendem Werthe einen 
rapiden Waclisthum des Coett'icienten (.' iuvolvirt, Wohl verschwindet diese 
Qrösse in dem Producte, dessen Factor jene zur dritten Potenz erhobene, 
jährliche Ziusfussveränderuug ; ist, da selbst iu dem Falle, wo der Zinsfuaa 
innerhalb 25 Jahren die sehr bedeutende Veränderung um ein ganzes Percent 
erleidet, die Grösse f in der dritten Potenz blos 64 Billiontel beträgt, doch 
dürfte dosseuungeachtet bei Tilgungsfristen, welche sieh über 50 Jahre 
erstrecken, schon für Kapitalssummen von Millionen, der Einfluss sich geltend 
machen, d, h. die Vernachlässigung dieses Co&fticienten könnte bereits auf 
die Genauigkeit des Resultates eine sehr nachtheilige Wirkung üben. US 
iat daher die Beantwortung der Frage, ob das auf Crrundlage des Dnrch- 
schnittsziusfusses berechnete Resultat auch für höhere KapitaUsummen den 
Anforderungen zu entsprechen vermag, in dieser Beziehung von hohem Interesse, 
insbesondere als die ziffermässige Berechnung des Äufzinsungsfactors luoh 
obiger Form sich ott'enbar als sehr mühsam erweist, wohingegen die Ermittlnng 
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des JBesnltates auf jener Gh-undlage, sobald dieselbe tOr alle FftUe sich alt 
zuTerlftsaig erweisen würde, anf einfache Weise erfolgen könnte. 

Setzen wir nun nnsere Untersnchiingen fort nnd führen wir za diesem 
Zwecke unter Heranziehung des vierten Gliedes der geometrischen Reihe 
eines nnserer bekannten Beispiele nochmals durch und zwar derart, daaa 
wir die anfznzinsende Kapitalssumme entsprechend höher annehmen. 

Es sei also dementsprechend folgende Frage gestellt: Ein Kapital, 
welches während zwanzig Jahren derart verzinslich angelegt 
war, dass der Zinsfuss im ersten Jahre 5'76 Percent, im zweitsn 
Jahre 5'72 Percent, im dritten Jahre 5-68 Percent o. 3. w, und 
schliesslich im zwanzigsten Jahre 5 Procent betrug, also in 
jedem nächsten Jahre sich um 0"04 Percent verminderte, be- 
trägt gegenwärtig 5,400,000 Guldeu, welcher Betrag ward* 
ursprünglich angelegt. 

Diesem Beispiele entsprechen nun die Werthe : 
K„ = 5,400,000 , « - 20 , P 100 p 5 76 , «I» 100 ? — 0-04 
nnd K ^7 Mit Bücksicht hierauf lautet die bezügliche Form unter Heran- 
ziehung des vierten Beihengliedes 

5,400,000 ür[(10576)ü<» — 190 . (10576)'." 00004 + 

+ 16.825 . {1-0576)" 0-OOO0O016 — 019.180. (10576)'M)-(M)0000()00064] 
respective 

5,400,000 Ä'[3-064983 ~ U-220232 + 0007355 — 0-(HK)ir)2| /f. 2-851964 
daher 

A' 1,893,43900 

als Resultat. Auf Orundiage des Durch schnitt szi natu nmom von 5'38 Percent 
ergibt sich nun für K der Werth 

K, i,893,3-t685 
80 dass aus der Differenz zwischen diesen beiden H«Miiltat«ii der Ürad der 
üebereinstimmuug derselben beurtlieilt werden kann. Zifht man nun über- 
dies den rechnungsraässig volUtäudig genauen Werth von K in Betracht, 
welcher durch 

K 1.893,43930 
xnr Darstellung gelangt, so int das Maass der Zuverlässigkeit der beiden 
Beohnnngs-Methoden genügend gekennzeichnet. 

Soweit es sich also um fiiie aproximativf; Berwrhnnng handelt, dürfte 
die Grundlage des Durchschnitt.szinstusses für fiti oliei-flärhliches Calcul 
immerhin genügen, insbesondere wird dasselbe praktisch zur Anwendung 
gelangen können, wo compUcirtere Uenteiibt;rei:hiiuiit;en in Betracht kommen 
nnd eine beiläufige Calculaiion in Bezug auf die zukünftige Zinütussgestaltang 
in grossen Umrissen sich als erforderlich erweist. Der Fehler, welcher bei 
3ciMhniuig auf Gnmdlage des Durchschnittszinsfnsses in Betracht kommt, 
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ist verhältnissmässig ein geringer und dürfte bei massigen Kapitalssummen 
wenig in Betracht kommen gegenüber dem Vortheile, welcher sich durch die 
sehr bedeutende Vereinfachung der Rechnung besonders für die Durch- 
führung zusammengesetzter Fonnen der Zinseszins- und ßentenrechnung 
ergibt. Uebrigens lässt sicli für die Erreichung einer grösseren Genauigkeit 
eine angemessen verlässliche Correctur durchführen, und zwar ergibt sich 
auf Grund einer versuchsweise ermittelten Kegel die Form für den Fehler 
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in Permille des Kapitalsbetrages, in welcher n die Tilgungsfrist, ^P die 
jährliche regelmässige Zinsfussveränderung und Q den mit Rücksicht auf die 
Letztere resultirenden Durchschnittszinsfuss bedeutet. 

Für unser Beispiel, in welchem n 20 , <P - ^ - 004 und Q =- 6'38 
bedeutet, ergibt sich für F der Werth 

F = 0-04934 -,~^ ^93-40 und somit K, + F- 1,893,345-85 + 93*40=^ 1,893,439-26, 

wodurch der Werth von K hinreichend genau festgestellt erscheint, ohne 
dass die Ermittlung desselben mit einer complicirten Rechnungsweise ver- 
bunden wäre. 

Obige Formel, welche den jeweiligen Fehler des auf Grundlage des 
Durchschnittszinsfusses ermittelten Resultates darstellt, gibt am besten darüber 
Aufschluss, in welcher Weise die verschiedenen in der mathematischen Auf- 
zinsungsform vertretenen Grössen ihren Einfluss auf denselben geltend machen. 
Der Zähler jener, eine geometrische Reihe bildender Brüche, stellt das Pro- 
duct zwischen der Tilgungsfrist ?/ und der jeweiligen jährlich gleichmässigen 
Zinsfuss- Veränderung <I> dar. während der Nenner derselben den Durchschnitts- 
zinsfuss Q repräsentirt. Daraus folgt, dass der Fehler sich desto grösser ge- 
stalten wird, je grösser die Tilgungsfrist einerseits und die Zinsfussverände- 
rung andererseits ist, respective je kleiner der Durchschnittszinsfuss sich 
ergibt, d. h. die Grösse des Fehlers steht im geraden Verhältnisse zum Aus- 
masse der Tilgungsfrist und der Zinsfussveränderung und im umgekehrten 
Verhältnisse zum Durchschnittszinsfusse. Da aber dieser Fehler zugleich in 
Permille des Kapitalsbetrages zum Ausdrucke gelangt, steht er auch gleich- 
zeitig im geraden Verhältnisse zu diesem. 
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Als Grundlage dieses Ausgleiohungsprocesses dient nachfolgende Belation : 
Bekanntlich haben gemäss unserer Grundform die beiden Gleichungen: 



V" w. 



1 i/'i + 1 1 w'x 



[X Wj, jX W, (X.W?, 

fttr eine ausgeglichene Sterbetafel eine analoge Bedeutung, so dass hief&r 
die beiden homogenen Relationen 

/ 7 r 1 u'r + \ , ^ , 1 J/'i 

LilqLx = — —■ • und IäIüWx = — 

yu Wj, -^ a fr, 

als Voraussetzung gelten. Für eine mit Anomalien behaftete Sterbetafel lautet 

nun bekanntlich diese Form 



1^ . tVjr 

wobei der jeweilige Werth /; die Anomalien in den einzelnen Altern kenn- 
zeichnet. Diese Form lässt sich aber auch in folgender Weise darstellen 

' h 

so dass -^ den ersten Näherungs werth für die auszugleichende wahrschein- 
b 

liehe Lebensdauer ir,- bedeutet, d. h. diese Form übergeht in die folgende 
mit welcher offenbar die Relation 



nach obiger Darstellung correspondirt. Mit Rücksicht hierauf lassen sich aus 

dem Werthe -/ - (/(> ) die bezüglichen identischen Functionen 

b 

darstellen und durch die entsprechenden Ziffernwerthe ausdrücken, so dass 
die wiederholte Durchführung dieser Procedur unzweifelhaft zum Ziele zu 
fuhren vermag. Indem wir nun von der rechterhand dargestellten identischen 
Function ausgehen, vermeiden wir bei jeder wiederholten Procedur den 
rechnerisch complicirten Uebergang von den Zahlen der Lebenden zu den 
Zahlen der wahrscheinlichen Lebensdauer, wodurch derProcess eine bedeutende 
Vereinfachung erfährt. 

Die aus den Anomalien der ursprünglichen Tafel entspringenden Un- 
regelmässigkeiten der abgeleiteten Werthe (/r^ ) fallen hier besonders auf, doch 
verschwinden dieselben meistens schon nach der zweiten Wiederholung der 
Procedur, solchermasseu einem gesetzmässigen Verlaufe der Sterblichkeiten 
weichend. 
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^__ichung der 

Mortalitätätafeln. 
VIII. 

In der vorigen Abhandlung haben wir in kurzen Umrissen den Gang 
einer Interpotationsmethode angedeutet, welohe für den jiraktiachen Ge- 
brauch sich besser eignen dürfte, als die vorhergehende. 

Um jedoch über das Wesen des hier anzuwendenden Processes näheren 

Anftchlnss geben zn können, wollen wir die mathematische Bedeutung der 

ti aogenannten identischen Funutionen einer näheren Untersuchung unterziehen 

nnd deren speeiellen Einfluss auf den rechnungsmassigen Verlauf des 

Ansgleichunga-Calculs feststellen. 

Das Princip, welches bei unserer von der exacten Methode abweichenden 
; Lösuugsart in Betracht kommt, besteht in dem durch die Grundform 

L; »■; 1 

*' l; + ,ö ^- - ,- 

aoBgedrückten mathematischen Gesetze, durch welches die allgemeine Be- 
nehung zwischen den Zahlen der Lebenden und den Zahlen der Lebensdauer- 
Wahrscheinlichkeit zur Darstellung gelangt. Diese Belation lässt sich jedoch 
auch folgendermasseu ausdrücken 

wobei die vollständig identische Bedeutung dieser beiden Gleichungen nicht be- 
sonders hervorgehoben zn worden braueht,da selbe als selbstverständlich erseheint. 
Dieser Gesichtspunkt wird jedocli in dem Momente sich verändern, wo in 
./ obigen Gleichungen rias Diiferentiale der Differenz weicht, d. h. sobald von 

;' den unendlich kleinen Zeitintervallen ih- zu den endlichen ^^x übergangen 

I wird. In diesem Falle wird die differentielle Aenderuug der Werthe in der 

^ Form x) sich in anderer "Weise gestalten, als bei der Form [i), wodurch die 

f- Identität der beiden Delationen, wie auch der in denselben vertretenen 

^ Functionen in Mitleidenschaft gezogen wird. 

E_- Während also unter Voraussetzung unendlich kleiner Intervalle die 

%-J^ Identität dieser Functionen eine unzweifelhafte ist, scliwindet dieselbe mit 
pT. dem Wachsthum dieser Intervalle, auf diese Art eine stets grössere Un- 
f^ 'gleichheit dieser Functionen bewirkend. Dies läs,'*t sich ojl'eubar ans dem 
Umstände erklären, dass wohl die Ditterentiale 

J- ilifi respective dlL, - -^ 

'f- der Anforderung der Identität vollkommen entsprechen, doch beim Verlassen 
T-, dflB mit denselben correspoudirendeu Gesichtspunktes unendlich kleiner 
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Intervalle, dem Principe der Infinitesimal- Bechuang nicht mehr Q«nQge 
. leisten, so dass eine gleiche Identität der Werthe 

/iltr^ lind — — reapective .'-^ILr nnd ^ ' 

folgerichtig nicht vorausgesetzt werden kann. Hierin liegt auch die Ursache, 
weshalb unsere bisherigen Bemühungen hinsichtlich der Ausgleichung mittelst 
Interpolation zu wenig befriedigendem Erfolge führten und in den dies- 
bezüglichen Jteolimtugsprocesseii sich eine autfallende .Schwerfälligkeit äusserte. 
In unserem Oalcul, wo die Intervalle . x 1 als Voraussetzung gelten, 
wird dieser Umstand also eine besondere Bedeutung erlangen und sich in 
seinen Consequenzen dahin geltend machen, das.s die in Betracht kommenden 
beiden Relationen / j^ / ^^. j^ 

'^ TT '^ ~i^ ' ~ ^ 

S) A/L, + A^r, - - — 

verschiedene Resultale liefern werden, d. h. jede dieser beiden Gleichungen 
wird von vornheifin eine gewisse natilrliclie Abweichung von dem Eum 
Auadnicke gelangenden Gesetze aufweisen, u, zw, derart, daas die natürlichen 
Abweichungen der ersteren Gleichung im entgegengesetzten Sinne zu den- 
jenigen der letzteren Gleichung sich äussern werden, daher im Mittel dieser 
natürlichen Abweichungen <lie thatsäcliHehe Ausgleichung stattfinden dürfte. 

Wir haben bisher dieser natürlichen Abweichung dadurch Rechnung 
getragen, dass wir jede der beiden Relationen auf eine andere Sterbetafel 
zurückführten, so zwar, dass die erstere der ursprünglich gegebenen, die zweite 
einer aus derselben abgeleiteten Sterbetafel entsprach. Das Bestreben, im 
Mittel der beziehungsweise!! Abweichungen dieser Relationen die Basis der 
durchzuführenden Ausgleichunjf zu schafi'eu, wurde bereits in der ziffer-' 
massigen Entwickhing der Tabelle V dargethan, indem der ganze Entwicklungs- 
gang der hier dargestellten Methode auf diese Eigenschaft der Grundform- 
begründet wurde. Allein der mit derselben verbundene, ungemein schwerfällige 
Process der Ausgleichung ist es gerade, der eine gründliche Untersuchung 
des Verhältnisses der beiden obigen Relationen zu einander nothwendig 
erscheinen lässt. 

In welcher Weise diese merkwürdige Thatsache hinsichtlich der Be- ' 
soh&ff'enheit der sogenannten identischen Functionen sich geltend macht, 
zeigt sich deutlich aus den nummerischen Ergebnissen der in der vorigen ' 
Abhandlung dargestellten Relationen. 

Die Vergleichuiig der eigentlich im Wesen analogen, jedoch nichta 
weniger als übereinstimmenden Schlnssresultate der Tabellen VI und VH, ^ 
deren Ableitung aus den identischen Functionen --■ 



hier ziä'ermässig durchgeführt ist, gibt hierüber einen möglichst klaren Aafachlnn. 
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Unsere Methode der niatbematischen Äusgltiichuug der 
Mortalitätstafi du. 

IX. 

HmäiehtlicL der Besuliatfeiiheit rier »ogeiiauiiteii identischen Functionen 
Iftsst sieh also für endliche Intervalle eine mit diesen im geraden VerhältnisBe 
wachsende Divergenz der homogenen Werthe eoustatiren, welche den Äns- 
gleiehnngs - Proeess iusofcrne zu erschweren geeignet ist, als man es hier 
nicht wie bei unendlich kleinen Intervallen mit einer einzigen Flacht von 
Punkten der Absterbecurve zu tluin hat, sondern mit einer Beihe doppelter 
Grenzwerthe, zwischen denen die eigentlichen, diese Flucht kennzeichnenden 
Werthe sich befinden. 

Mit Rücksicht auf die in den vorigen Abhaudhingen dargestellten 
Formen ergeben sich daher zwei Relationen, welche diejenigen Grencen 
bezeichnen, innerhalb welcher jene sogenannte Identität der Functionen aich 
bewegt, auf deren Grundlage cl^r Ausgleiohiings - Process sich vollzieht. 

Diese Relationen lauten folgendermaasen : 

* _ 1 

_i^ Ä. _ 1 






in denen also -- - (ir,) und -j^ — (ir,\ bedeutet, wobei in i und Aj die 

" "i 

Anomalien der auszugleichenden Tafel zum Ausdrucke gelangen. 

Setzt man nun obigen Ausführungen gemäss voraus, dass im Mittel der 
entsprechenden Grenz werthe jene die Ausgleichung bedingenden Werthe 
enthalten sind, so gelangt man zu folgender Relation 

voraus die Bedingung 

11 ' L l 1 

** 2M'' äö;^ - 

hervorgeht. Diese Formen liefern nun die Handhabe, um der durch grössere 
Intervalle hervorgebrachten Divergenz zwisclien den Werthe» der sogenannten 
identischen Functionen in geeigneter Weise Rechnung zu tragen. Um jedoch 
von diesen Formen rechmingsmä,isigen Gebrauch machen xn können, bedürfen 
wir der Feststellung jener Beziehung, welche zwischen <len sogenannten 
identischen Functionen bei beliebig grossen Intervallen best-eht. da nur anf 
Ornndlage dieser Beziehungder Relation i) Genüge geleistet zu werden vermag. 
Die Frage, in welcher Weise derselben durch eine allgemein giltige Function 
entsprochen werden solle, erscheint aber umso wichtiger, als der Uebergang 
von den Zahlen der Lebensdauer- Wahrscheinlichkeiten 2U den Zahlen 
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der Lebenden nur anf diesem Wege bewerkstelligt werden kann, so dass von 
der Srmitthing eitier »olcheu tuuctionellen Beziehung das Wesen der Ans- 
gleichnng der Sterbetatehi iu dieser eiiifacliereu Form überhaupt abhAngt. ' 
Treten wir daher der Lösung dieser Frage näher und untersuchen wir jene 
Umstände, welche diesbezüglich in Betracht zu ziehen sind. 

Die unendliche Kleinheit rler Differential -Intervalle wird — sobald 
dieselben in das Stadium von Diffeieiiz-Intervalleu treten — offenbar einer 
endlichen Beschaffenheit derselben weichen, doch kann das Äusmaass der in 
Betracht kommenden Uiffereuz-Werthe auch dann blos von besonderer Gering- 
f^igkeit sein, da eine aiisehuliehe Grössenbeschaffenheit derselben die 
Continuität des Verlaufes der in Betracht kommenden Wahrscheinlichkeiten 
gefährden würde. Dies ist aus dem immerhin sehr geringen Unterschiede 
ersichtlich, welcher thatsächlich zwischen den beziehungsweisen homogenen 
Werthen bei Alters inte rvallen von ganzen Jahren besteht. 

Bei der Ausgleichung üben jedoch diese, wenn auch geringftigigen 
Werthunterschiede einen nennenswerthen Eiufluss ans, da sie iu unserer 
' Bechnung Theile von Integratious- Elementen bilden, deren Empfindlichkeit 
init Kücksieht auf ihr Wesen ausser Frage steht. Wenn also von einer 
solchen allgemein giltigen Beziehung die Kede ist, so handelt es sich darum, 
zwei in ihrem Werthe nur wenig abweichende Functionen durch eine allen 
Umständen (jenüge leistende Relation zu verbinden, d, h, den Unterschied 
der beziehungs weisen Werthe in eine äusserst genau i;onstniirte functionelle 
Form zu kleiden. 

Diesem Zwecke wird nun auf folgende Weise entsprochen werden können ; 
Es besteht nämlich eine von uns construirte mathematisch^! Form, deren wir 
uns zu gleichem Zwecke bei einer anderen Gelegenheit bedienten*) und die 
in ihrem Wesen als identische Gleichung gelten kann, sobald die in derselben 
in Bechuung gelangenden Werthe die Zahl 1 nnr um Geringes übersteigen. 
Diese Form lautet: 

^ worin '( --^ 1 + <i 

cmzuuehmen ist. Dieselbe ist geeigner. auch bezüglich unserer Frage zum Ziele 
za fähren, sobald liir </ der entsprechende functionelle Begriff, welcher der 
gegebeneu Anfordtrung Genüge leistet, substituirt wird. 

Setzen wir also in diese Form den die Zahl 1 nur wenig übersteigenden 
Werth 

so erhalte» wir V'V-i-i/ 

') Siehe VIII. Liel'eruDg diem;» Werke», Seite 18. 



(^^ 



Setzt mau nun hierin / «v - 
ergibt sich die Relation 



welche endgiltig die Form 



€ 



annimmt. In der Weise gelangt auch jeiip die Zahlen der Lebenden betreffend« 
Form zur Darstellung, ti. zw. 

J *"■ Ai, 

Ftlr die hohen Ältersclaäsen, wo die Differenzen zwisclien zwei anfeinandeiv 
folgenden Werthen von />, , beziehmigsweise vou ir, «ich grösser gestalten, 
dfirfte auch der Quotient deraelbeu die Zahl 1 in bedeutenderem Masse über- 
steigeu, so dass diese Formen eine entsprechende Modification erheischen 
werden, sobald dieselben der Anforderung Genüge leisten sollen. 

Diese fanctionelle Beziehung lässt sich übrigens ganz präcis darstellen, 
sobald die sogenannten identischen Functionen auf ilire.u eigentlichen Ur- 
sprung zurückgeführt werden. Es ist nämlich . ' 

Aw^ IC, + 1 — w, . , . . , , , 
= — ~- — — - gleichwie .■.(»•, ^ /"v + i — ' "x 

demgemäss ergibt sich also 

ttnd schliesslich die zwischeii den sogenannten identischen Functionen allge- 
mein giltigen Beziehungen 

x) IJw^ -- l(l + --"'-) und (inalog ).) //,, - l(l + ~) 

durch deren Zuaammeuziehuug sich nun die interessante Form 

eigibt, welche für alle Älter den gegebenen Aufordei-ungen entspricht nud 



T) , _^ ,-- - ft resp. 



Unsi-re Mctliude der inatbematischeii Ausgleichung der 

Mortalirätataft'lu. 

X. 

Mit Rücksicht auf jeiio in der vorigon Abhaiulliiiiß gemachten Atu- 
führuTigen hältst die Löaimg niiseier Anigabe nur iioth von der Frage ab, 
in welcher Weise der Bedingung >>} allgemein Lfeuügo geleistet werden könne, 
weshalb wir nunmehr diesem Um»tamle unsere Aufmerksamkeit znwenden 
werden. Behufs näherer Untersuühnng des Wesens dieser Bedingung wollen 
wir die Werthe 

1 /- , 1 *, 

(^- Tr.: ""'■ ,;,;].; - ^ 

in Betracht ziehen uih! erhalten (hirch Slimmirling deräelbeii 
1_ 1 *_ _^_ _ h + l , 

("■,1 "'" ("V), ' ir, -^ »■, 
nnd demzufolge 

b b, l 

''' (»+'<,) "■■■ ^ {!• + K) ir, '"' 'ir, 

als eine mit nnserer Beiiiijgung correspondirende Kelation, sobald in dieser 
24 , 26, 

/,> 6, *' 

gesetzt wird, wobei gleichzeitig der Werth von ir_, eine dem neuen Verhält- 
nisse entsprechende allgemeine Beschaffenheit annimmt. 

In Conaeiinenz dessen wird die Bedingung 'h entsprechend den An- 
forderungen der mathematischen Ausgleichung der bezüglichen Wcrtlie die Form 
b h, \ 

annehmen, worin also ft + ft, 2 ist, während «', den bereits ausgeglichenen ■ 
Werth der Lebensdauer-Wahrscheinlichkeit darstellt, so dass die bekannte 
grundlegende Bedingung i) sich ebenfalls in diesem Sinne verändern wird, 
indem selbe dem ausgeglichenen Werthe w, Rechnung trägt und sich daher 
folgendermassen gestaltet : 

^, 1 /.: «V , \ 1 / i.. , , \ 1 

2 \ «•, / 2 \ L^ ^ / tu. 

Der neue ausgeglichene Werth der Lebensdauer- Wahrscheinlichkeiten wird 
alao in seiner Beschaffenheit sich derart gestalten, dass jene Relationen, ans 
denen diese grundlegende Bedingung zusammengesetzt ist, nämlich 

,, .;- (r, ^ij. ftj , , , , ■ , , ft 

dl) + — -. ^ — - und ..,/((', + /'.lij, --^ — — 

in gleicher Weise der rechnungsmässigen Anforderung Genüge leisten müssen, 
so dass thatsächlich nach dieser Richtung hin den Ansprüchen einer 7oU- 
fltÄndigen Lösung dieser Frage genügt wird. 



t ■ 
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Nachdem nun auf diese Weise der Bedingung * ) Genüge geleistet worden 
ist, so werden die Eelationen ;) entsprechend zur Anwendung gelangen 
können, und zwar werden mit Hilfe derselben die einzelnen Functionen der 
ausgeglichenen Lebensdauer-Wahrscheinlichkeiten sich feststellen lassen. 

Entsprechend den Relationen ']^) «rgeben sich nämlich 'lie Werthe 



h 1 , &i 1 

und 



welche in die Relationen ;) eingesetzt, die Functionen der ausgeglichenen 
■Lebensdauer-Wahrscheinlichkeiten, sowie jene der Zahlen der Lebenden 

, — "-- , /.J irr und .1 Lj^ 

Wj Lr 

liefern, aus denen sodann die eigentlichen gesuchten Werthe Wx und Lr er- 
mittelt werden. Demgemäss werden die Relationen ;) mit Rücksicht auf die 
veränderte Beschaftenheit der Werthe der Lebensdauer- Wahrsclieinlichkeit^n 
folgende Form annehmen:*) 



Aw. e^^'"^ - 1 






*^ Ai. A//.. 



L. 

Wir erhalten auf diese AVeise für die einzelnon Alter die Functionen 
der ausgeglichenen Werthe von fr, und L^ : u. zw. aus .ulLx die Werthe 
ILjc und schliesslich diejenigen von L> , sowie aus Ikrr die Werthe /#fv 
und itv als Resultat. 

Der Process der Ausgleichung vollzieht sich also in folgender einfacher 
Weise: Aus den ursprüiiolicheai Zahlen der Lebenden und der Lebensdauer- 
.Wahrscheinlichkeiten werden die erforderlichen Functionen derselben er- 
mittelt und entsprechend den Relationen z) und ;) mathematisch combinirt, 
so dass die ursprünglichen Werthe von h und h^ resultiren. Aus diesen 
Werthen werden sodann gemäss den Relationen t) die neuen Werthe von h 
und &i dargestellt unrl obigen Ausführungen gemäss in Rechnung gebracht. 
Um jedoch zu einem den Anforderungen der Rechnung entsprechenden Resul- 
tate zu gelangen, muss auch der Umstand berücksichtigt werden, dass der 
Substitutionswerth für fr, . dessen Functionen {a\ \ und {w,r ) in den Relationen 
x) in Rechnung gelangen, dem wahren Werthe möglichst nahe komme, was 
für die Beschaffenheit des Resultates von besonderer Wichtigkeit ist. 

Um nun fliesen Substitutionswerth zu ermitteln, wird neben dem hier 
in Betracht kommenden arithmetischen Mittel der sogenannten identischen 
Functionen auch das geonietrische Mittel derselben herangezogen und auf 
diese Weise eine neue Relation für die genaue Feststellung des hier obwal- 
tenden mathematischen Verhältnisses geschahen werden. 

Nachfolgende Tabelle stellt die rechnungsmässige Ableitung der Werthe 
h und hy dar, auf deren Grundlage die Entwicklung der ferneren in diesem 
^aloul in Betracht kommenden Werthe erfolgt. 

*) In der vorigeo AbhandluDg sind irrthümlich die Zeichen vor der Wurzelgrösse verwechaelt. 
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Unsere Methode der mathematischen Ausgleichung der 

Mortalitätstafeln. 

XL 

Die Ermitthinf^ des geometrischen Mittels zum Zwecke der Feststellung 
der ersten Nähernngswerthe wird sich jedoch mir dann als nothwendig er- 
weisen, wenn die Ausgleichung auf Grundlage von ganz unzureichenden 
Ursprungszahlen durchzuführen ist. In unserem Falle, wo wir es mit einer 
diirch die gegebene Tafel zumindest geregelten Zahlenabstufung zu thnn 
haben, darf die Anwendung der vorhandenen Werthe dem Zwecke der Nähe- 
rung als vollständig entsprechend betrachtet werden. Insbesondere jene Werthe, 
welche den Altersclassen bis etwa zum 70. Lebensjahre entsprechen, tragen 
dieser Anforderung mehr als hinreichend Rechnung, da selbe blos massige Ano- 
malien aufweisen. Jedenfalls werden mit Rücksicht auf die gegebene mathe- 
matische Beschaffenheit der Resultatsform auch die übrigen Werthe diesem 
Zwecke Genüge zu leisten vermögen. 

Die Beschaffenheit der Resultatsform lässt es aber auch zu, selbst im 
Falle einer grösseren Unregelmässigkeit der Abstufung jenes Hilfsmittels 
sich zu entschlagen, indem jener dem jüngsten Alter entsprechende Werth 
der Lebensdauer- Wahrscheinlichkeit zur Ermittlung der übrigen Werthe die 
Handhabe zu bieten geeignet ist. 

Durch Anwendung der bekannten Relation 



^) 



Wr + I 



-( 



1 + 



Wr ) 



ist man nämlich in der Lage, alle Werthe der Lebensdauer- Wahrscheinlich- 
keiten aus den vorhergehenden Werthen derselben zu bestimmen, so dass 
-der dem jüngsten Alter entsprechende Werth allein hinreicht, um die weiteren 
Werthe festzustellen. 

Wird also für das jüngste Alter, welches hier das 10. Lebensjahr ist, 
der gleiche Werth w^q /r,o für die Rechnung als grundlegend angenommen, 
so ergibt sich aus der ersten der beiden Formen*) 

'*''^ 1 I r ~ in- __ i_ 



ilw. 



e - 



«) 






der Werth 



L^ W 



10 



IV 



- - 2(7rn; " \ \} - 2(,i )J' - e («^' ) 

, welcher in die obige Form t:) substituirt, den Werth Wn 






lU 



liefert, durch dessen weitere Anwendung wieder der Werth 



^^ und 11^12 er- 



w 



11 



mittelt wird u. s. f. Auf diese Weise ist es möglich, nach obigen Formen 

•J Der Wiiraelwerth wird in einem bestimmten Alter gleich Nnll und wechselt in Folge 
deiien beiiii Passiren dieses Werthe» sein Zeichen, womit die Bedeutung des Doppelzeichens 
ihre Erklärung findet 



1 - 1_ 
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des Werthes dieser zu einander in Beziehung stehenden Functionen es 
gestattet, diesen Umstand in folgender Form auszudrücken: 

/ 1 \« - -^ 

CO) (1 ,y, . ) - e c^^) > 

^ \ 2 {Wr. )xf 

Daraus ergibt sich nun unter Bezugnahme auf die bekannte Gleichung 

1 11 

^> 2 0^.:) + 2(/r,X - 'w, 

die Relation 

11-' 1 1 - -'— 

1 + - - > e 2 (/e'r j respective — > 1 + «-7- \ - G 2 {wx ) 

/^ 2(/o) w^ ^ w^ ^ 2(*/v) 

welche schliesslich zu derjenigen von der Form 

w, ^ ö^/) 2"! V20r,)/ + 3! \2(ir,)) 4! V2(/r,")/ + 

führt. Unter den gleichen Umständen ergibt sich durch Substitution des 
anderen Werthes die aus obiger Form <o) entspringende Relation 

1 - _l_ 1 1^ __ .JL 

1 — ^ — .- > e 3('<^.0 respective 1 -^-- — - > S 2('''x), wx 
2(?^'x )i 2(//v )i 

aus welcher folgerichtig 

-—— — — — < M 1 — r> . -; 1 u^d schliesslich — <^,-. -Ml— v, — ^1 

hervorgeht. Der Werth von w^ ist also durch bestimmte Grenzen gekenn- 
zeichnet und da diese Grenzen ungemein nahe sind, so lässt sich dieser Wex-th 
durch Anwendung des arithmetischen Mittels bestimmen. 

Mit Rücksicht auf den Umstand nun, dass mittelst der Formel tz) aus 
jenen dem jüngsten Alter entsprechenden Werthen der Lebensdauer-Wahr- 
scheinlichkeit die folgenden Werthe derselben bestimmt werden, wobei deren 
in die Grenzwerthe zu substituirenden Functionen 

- -— =^ — und . - — ^- 

zur Feststellung der ausgeglichenen Werthe von ' ' und —■^'^ dienen, 

bildet die Form 

1 .A 1 \ 1 1 1/ 1 y W i V 

^^^2(w.\ \ 2(n\\/^^ H\ ^{w.) 2!\2(/rj7+3! V2"(wv)/ 
im allgemeinen Sinne diejenige Handhabe, welche nothwendig ist, um bei 
den Formen )c) für den ganzen Verlauf der Sterbetafel einen imaginären 
Werth der Wurzelfunction zu vermeiden, d. i. mit anderen Worten, um eine 
mit der mathematischen Ausgleichung in Widerspruch stehende Gestaltung 
des Sterblichkeits Verlaufes unmöglich zu machen. 

Indem wir nun zwischen den beiden Grenzwerthen des zu bestimmenden 
Werthes das arithmetische Mittel als das der Rechnung am nächsten ent- 
sprechende annehmen, bewirken wir, dass dieser Werth gleich weit von 
jenen Grenzen entfernt ist, welche den reelen Theil der Rechnung vom 
imaginären trennen. 
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)ode der mathematischen Au^Ieichting der 
Mortalitätstafehi. 

XII. 

I Abhandlung liaben wir jeue Umstände iu Betracht ge« 
Voranssetzung für die BefriGdigiiiig der hier geltenden 
letze bilden. 

: auf die Bedinguugsgleichuug li. beziehungsweise inf 
B Greuzwerthe ergebende Werthbeschatfenheifc der ans- 
auer-W ah räche inlichkeiten erhalten wir nun aus der ersteren 
die Kelation 

+ F V, + /,, b +'hj \h + A,/ ■ C w* 

ud ft, geltenden Functionen der ursprünglichen Werthe 
idung gelangen und jenei' als arithmetisches Mittel der 
r sich ergebende, die reelle Beächafl'enheit der CMeichung 

2*/", 

line Werth j— r beriickMichtigt ist. 

c h u n g e n t a p r i i; h t nun diejenige von der F o r m*) 

I - L 

— /^ + r (2 MV — Ä,)*-! — 4(r,»e wr 

' " ■""" ~ ~b + ft,""" "" 

II Wesen der Anforderung unserer Rechnung 
tiüge lei:4tet. da seilte in präciser Weise das 

chnet, nach welchem sich der Verlauf der 
igemääsder mathematischen Wahrscheiulich- 
jht man nun in Betracht, da»» der Werth der 
ahrscheiulichkeit im jüngsteit Alter gegeben 
m nächstfolgenden Alter entsprechende stets 
ion 

«V + j H\ + .1 Vj. 

&.usd rucke gelangt, so kommt man durch Com- 
beu mit der Vorigen zu fulgeydem Resultate 



- ft, :|: K (2(r, - ft,)^- 4/r,ä< 



1 interessanten Schlüsse führt, dass für eine 
geglichene Tafel die allgemeine Bedingung 
_ 6 
^iic, — b,) «v + i -i- »■.' € w^ Ü. fr + ftj 2 



Oeltnng besitzt. 

a dam aegAtiven und jioeitiveu /.eivhen piisein die Wiirtelfuiiction d«» W«nh Null 
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Reflexionen über unsere Formel, betreffend die exacte Aus- 
gleichung der Sterbetafeln. 

In der Abhandlung „Unsere Methode der mathematischen Ausgleichung 
der Mortalitätstafeln*^ XII haben wir zum erstenmale eine allgemeine alge- 
braische Bedingung für die exacte Ausgleichung der Sterbetafehi zur Dar- 
stellung gebracht, welche bei Erfüllung einer bestimmten Voraussetzung 
allen diesbezüglichen Anforderungen im weitgehendsten Sinne zu entsprechen 
vermag. 

Die Beschaffenheit der grundlegenden Functionen dieser algebraischen 
Form bot jedoch die Handhabe, unter gewissen, günstigen Umständen 
eine weitere Vereinfachung des Ausgleichungsprocesses zu bewirken, indem 
an Stelle des rechnungsmässigen Verfahrens eine facultative Annäherung sich 
als zulässig erwies, welche bei Beobachtung der nöthigen Reihenfolge der 
Proceduren gleichfalls zum Zielf> zu führen geeignet ist. Unter Berücksich- 
tigung dieses Umstandes wurden in der Tabelle IX der genannten Abhand- 
lung die im ersten Stadium annäherungsweise ausgeglichenen Werthe der 
Tafel der 17 englischen Gesellschaften auf Grundlage einer Form dargestellt, 
welche den Anforderungen wohl nur theilweise Rechnung trägt, wie dies 
dem Wesen derselben gemäss nicht anders zu erwarten ist, doch ist aus diesem 
beiläufigen Ergebnisse immerhin der Charakter der durch den Ausgleichungs-. 
process sich vollziehenden Veränderung wahrzunehmen. Dessenungeachtet wird 
mittelst dieser Form der Weg angedeutet, auf welchem man, sobald als 
Grundlage der Rechnung eine, wenn auch dem mathematischen Absterbe- 
gesetze nicht entsprechende, doch zum mindesten regelmässig verlaufende 
Sterbetafel zur Verfügung steht, ohne Anwendung der vollständig exacten 
Formel M') nach einigen Proceduren zu ganz zuverlässigen Resultaten gelangen 
kann. Wir haben bereits in der genannten Abhandlung hervorgehoben, dass 
eine zweite Näherungsform, welche sich auf die Zahlen der Lebenden bezieht, 
eine Art Controle für das Resultat bildet, nachdem durch dieselbe die Hand- 
habe geboten ist, mittelst eines weiteren einfachen Processes gleichfalls die 
Zahlen der Lebensdauer-Wahrscheinlichkeit abzuleiten, welche durch Ver- 
gleichung mit jenen auf ersterem Wege hergestellten die Beurtheilung der 
Zuverlässigkeit des Resultates ermöglichen. Auf diese Art ist man in der 
liage, ein entsprechende Correctur in der Beschaffenheit der sich ergebenden 
Werthe vorzunehmen und falls erforderlich, dieselben zur Grundlage eines 
weiteren Näherungsprocesses zu gebrauchen, so dass man schliesslich zu Re- 
sultaten gelangt, welche den Anforderungen in der gleichen Weise Rechnung 
tragen, wie jene auf Grund der exacten Form M') hergestellten. Es ist hie- 



DiiFerenzeu dieser beiden Wertlie bezüglicli der CoutiiiuitÄt ihres Verlaufes; 
niid thatsächlicli stimmeu diese unter gewissen Umständen blos auuähemd 
mit den wahren Werthen iibereiu, zumal sie in ihren DifTerenzeii noch immer 
die Merkmale ihres Ursprunges an siuh trageu und in denselben zum Theile 
den gleichen' Mangel an Coutinuität des Verlaufes aufweisen, wie die ur- 
sprünglichen Werthe h und /<,, deren Fnuctiuneu sie reprüsentireii. 

Wohl iüt es mit Bezug auf die fnnctionelle Beschaffenheit der Werthe 
ft und &, einleuchtend, dass die besagte, nicht ganz coutinuirliche Art der 
Veränderung dieser variablen Constante auch in einem minder günstigen 
Falle nur mit ganz unbedeutenden Abweichungen verbunden sein könnte, 
doch müsste selbst eiue solche, mit Rucksicht auf die geringfügige Wertbbe- 
schatfenheit dieser Constante, einen merklichen Einfluss auf den V'erlauf einer 
Sterbetafel ausüben. 

Der Charakter einer Sterbetafel hängt also hauptsäch- 
lich von der Beschaffenheit der Veränderungen ab, welchen 
die in ihrem Werthe stets positive, variable Constante 

:i ft - ö, 

unterworfen ist, während andererseits die Grüssenbeschaffen- 

heit dieses Wert h es, sowie die coutinuirliche Veränderung 
desselben mit dem Wesen der vollatäudigeu mathematischeu 
Ausgleichung zusammenhängt. 
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Auf Seite 38 in der Mitte soll die Formel : , , -, v 

dUC-Lxdx) dJ- ^^ll" '^ 

s'x ^ 1 '"- ""dx""" .,,.,. " Ax' 

j- richtig lauton: - --. 

Auf Seite 5*2^ sechste Zeilo von unten soll es juistatt: 

aufziiweissen. richtig heissen : aufzuweisen ; 
Auf Seite Cd iu der Mitte f^oll es heisseu anstatt: 

Alternation, richtig: Alternative; 
Aut Seite (>4. dritte Zeile von luiteu soll es heissen anstatt: 

aut' dem graphi-^chen < Jebieto, richtig: aiil" dem gniphiscli-statistischen (relMete. 
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Die Analogie im Wesen der mathematischen Beziehung zwischen 
den discontirten Zahlen der Lebenden und den Tjeibrenten-Misön 
mit jenem der grundlegenden Relation des allgemeinen Absterbe- 
gesetzes. 

I. 

Unsere bisherigen, das allgemeine Absterbegesetz betreffenden Unter- 
suchungen basiren auf dem wichtigen Umstände, dass die mathematische 
Keihe der den einzelnen Altern entsprechenden Lebenswahrscheinlichkeiten, 
in geschlossener Form zur Darstellung gebracht, das Wesen dieses Gesetzes 
derart kennzeichnet, dass eine zwischen den Zahlen der Lebenden und den 
Liebensdauerwahrscheinlichkeiten sich ergebende Relation die LiterpretatioÄ 
desselben ermöglicht. Diese Grundform, welche gleichzeitig das Element der 
allgemeinen Form der reducirten linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung bildet, drückt also implicite die Beziehung zwischen der natürlichen 
Absterbeordnung und jener mit derselben correspondirenden facultativen Ab- 
sterbenswahrscheinlichkeit unter Vermittlung der das Lebensalter bezeichnenden 
Variablen aus. Um also diese in Relation zu einander stehenden Gesetzmässig- 
keiten von einander abgesondert zu ermitteln, war es nothwendig, unter Be- 
tonung der Abhängigkeit derselben von den gemeinsamen Variablen des 
Alters den analytischen Begriff dieser Gesetzmässigkeiten festzustellen, was 
durch die allgemeine L(">sung jener Form von Differentialgleichungen ennög- 
licht wurde. 

Nun besteht aber bekanntlich zwischen den discontirfeen Zahlen der 
Lebenden und den Misen der lebenslänglichen Leibrenten die gleiche Be- 
ziehung, wie zwischen den Zahlen der Lebenden und den respectiven Lebens- 
dauerwahrscheinlichkeiten, so dass der Gedanke naheliegt, in derselben Weise 
den analytischen Begriff der Gesetzmässigkeit sowohl der discontirten Zahlen 
der Lebenden als auch der Leibrenten-Misen festzustellen, da eine solche, 
insbesondere was die Letzteren betrifft, für das Wesen der Vereinfachung 
der wichtigsten versichernngstechnischen Formen von grosser Bedeutung ist. 

Jene diesen Gegenstand betreifenden Ausführungen in der Abhandlung 
^Zur Theorie und näherungsweisen Berechnung der l^rämienreserven eines 
Versicherungsstockes'' gehen hierüber vollständigen Aufschluss und zeigen, 
dass die Grundformen 

1) e"""-^ ''V und 2) e~' yr. 

im Wesen von gleicher mathematischer Bedeutung sind, so dass ein analoges 
fiesaltat auch in Bezug auf die analytische Beschaffenheit dieser Formen 
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voranszusetzeu ist. Zieht man nämlich in Betracht, dass die allgemeine Form 
ftlr die Mise einer lebenslänglichen Leibrente in dem Ausdrucke 






zur Darstellung gelangt, so lässt sich folgende Ableitung durchführen. Es 
ist füglich obiger Form gemäss 



Lfx Lfx Vx \ IJx 4- l ^x 4- 1 / 



V > J-'r + l ^x -\- \ 

ferner analog zu Diesem 



i7, 4-1 J^x -\- 1 



M,^, . l + -,/--t^- + i^+J + . . . 



und ergibt sich also durch Substitution dieses letzteren Werthes in den 
^steren die Kelation 



Mr - 1 + '^J + ' . 3/. + . 

Diese Form entspricht offenbar ebenso wie die beziehungsweisen Be- 
zeichnungen in derselben, Jahresintervallen, weshalb zum Zwecke der Con- 
tinuität, d. h. zur Einführung unendlich kurzer Intervalle anstatt D-r ^ i, 
-/•^x -f- 2 . . . . die Bezeichnungen 1)^ + /\v , A -l 2 A r . . . . zur Anwendung ge- 
langen müssen, welcher Umstand auch bei den anderen in Rechnung kommen- 
den Grössen zur Geltung kommt. Demgemäss erhalten wir also 

ferner M, + .\, -= i .r (l + ^' + ='> + ^;,+-»-V- . . .) 

Wild schliesslich dtircli Substitution die Gleichung 






welche auch folgendormassen geschrieben werden kann 

Lässt man nun hierin ,v gegen verschwinden, so ergibt sich folge 
richtig die Gleichung 

M, ' 1), -- IK ■ (Ir + (/^ + (//>,.) {Mr + (IMr) 
und da das Product d Mr • ^/A oh seiner Kleinheit verschwindet, so liefer 
dies nach durrhgelührter Kechnung den Ausdruck 

dlM^ illDr _ 1 

(Ix dx Mr 

welcher die Delation zwischen den discontirten Zahlen der Lebenden Dr um 
der Mise J/., allgemein kennzeichnet, wobei das Alter x als vennittelnde Ver 
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Das börsen massige Prämien- und Stellage-Gescbäft in seiner Be- 

deutuug vom aasecurato rischeu Gesichtspunkte. 
I. 

Das Wesen der Spccnlatiou bringt, es mit sich, dass die VoraussetzungeD, 
welche dem Spekulanten bezüglich der voransaiehtHchen Preisbildung zur, 
Grundlage dienen, in Folge einer etwaigen plötzlichen Veränderung der Ver- 
hältnisse eine gegentheilige Wirkung herbeiführen können, so dass die auf 
eine bestimmte Richtung der Preisbildung berechnete Speculation durch das 
unvermntliete Eiutreifen der entgegengesetzten Richtung zu erheblichen Ver- 
lusten führen kann, welche den Vormägensverhältnisseu des Speculanten oft 
nicht angemessen, seinen gänzlichen Ruin herbeizuführen geeignet sind. Die 
Speculation ist daher mit grossen Gefahren verbunden und man sucht daher 
auf verschiedene Art der Eventualität grosser Verluste Schranken zu setzen. 
Dies geschieht mit Hilfe des Prämien- und Stellagegeschäftes, welches eine 
Art Assecuranz gegen erhebliche Verluste bildend, dieselben einer bestimmten ■ 
Begrenzung unterwirft. Der Speculant schliesst nämlich, um seinen etwaigen 
Verlust zu limitiren, mit einem zweiten Speculanteu einen Vertrag ab, laut 
dessen sich dieser verpflichtet, ihm die bei einem bestimmten Preise gekaufte 
Waare (Geldeffecten) gegen eine im Vorhinein zu entrichtende angemessene , 
Prämie im gegebenen Falle zum selben, beziehungsweise zu einem anderen 
fix vereinbarten Preise abzunehmen, und zwar falls er dazu während eines 
bestimmten Termines aufgefordert wird. Indem also der Speculant hei Eiu- 
treffeu seiner Voraussetzungen einen hohen Gewinn zu erzielen vermag, be- 
grenzt er auf diese Weise den aus der Speculation etwa resultirenden Verlust. 

Insofern nun beim Prämieugeschäfte eine Assecuranz gegen etwaigen 
Verlust in Frage kommt, kann in der Stellage eine weitere Entwicklung 
dieser Einrichtung erblickt werden, indem dieselbe eine aus der Assecuranz 
entspringende Speculation repräsentirt. Diese beruht auf dem Principe, den 
momentanen Preis zum Ausgangspunkte der Speculation hinsichtlich der Preis- 
bildung sowohl im zunehmenden als auch im abnehmenden Sinne zu machen. 
Die Grenzen werden nämlich zwischen den beiden Contrahenten nach beiden 
Bichtungen hin fixirt., wobei der eine derselben dem anderen das Recht ein- 
räumt und ihn gleichzeitig verpflichtet, eine Quantität Waare innerhalb eines 
bestimmten Termines entweder bei der tiefen Preisgrenze zu liefern oder bei 
der hohen zu beziehen. Die Stellage ist al.so ein Prämiengeschäft nach beiden 
Bichtungen, und zwar :(owohl hinsichtlieh einer sinkenden als auch einer 
steigenden Preisbildung, wobei jedoch zu berücksichtigen i.st, dass der Prämie 
bereits eine bestimmte Speculation zur Grundlage dient, während eine solche 
bei der Stellage sich erst aus der Art der Preisbildung selbst ergeben muss. 
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Ta^ eiae festgesetzte Quantität eines bestimmten Börseverthes dem anderen 
Contrehenten entweder zu dem vereinbarten Coiirse tiefem oder auch dieselbe 
Quantität zum gleichen vereinbarten Course von ihm nehmen zu können. Die 

j- Zahlung der bedungenen Prämie hat im Vorhinein zu geschehen. 
f-' ' d) Für Stellagegeschäfte : Ein Contrahent (Verkäufer der Stellage) r^nmt ' 

;.'. dem anderen (Käufer der Stellage) das Recht ein, nach des Letzteren Wahl 

-. an einem bestimmten Tage eine festgesetzte Quantität eines bestimmten Börse- 

^ werthes entweder ihm zu einem bedungenen niedrigeren Course zu liefern 

.' oder von ihm zu einem bedungenen höheren Course zu nehmen oder auch 

,' einen Theil zu liefern und den.anderen Theii zu nehmen. In diesem letzter«! 

* • Falle müssen die gegebenen und genommenen Stücke (Nominalbeträge) genau 

If. . znsammeu die Summe der gestellten Quantität betragen, ^ 

W' Der Stellagekäufer ist nicht blos berechtigt, sondern auch verpflichtet, 

fr;- das Geschäft in einer der angegebeneu Arten zu erftlllen. 
t. Der asaecuratorische Begritt' alter dieser Vertragsformen besteht also 

&,. durchwegs in Vorkehrungen, deren Zweck die Eiuscliräiikung des eingegangenen 

£2 oder einzugehenden Risicos ist. Hat Jemand eine Quantität eines bestimmten 

f.' ' Börsewerthes zu einem bedeutend niedrigeren als dem gegenwärtig notirten Curse 

l i gekauft und hat die Absicht, in der Speculation weiter zu verbleiben, muss 

fV jedoch fürchten, den bereits erzielten (iewinn wieder preiszugeben, so zahlt 

je . er lieber einen bestimmten Betrag als Prämie für das Reclit. diese Quantität ■ 

t zu dem gegenwärtig uotirten Course innerlialb einer bestimmten Frist liefern 

Pt- zu können. Hiedurch sichert er sich einen Theil des erzielten tiowiiuies. hat 

t» aber gleichzeitig die Chance, einen grösseren Gewinn zu erzielen, ohne in ein 

p.: weiteres Risico einzugehen. 

I' Besitzt Jemand die Meinung, dass eine nenuenswertbe Coursvariation 

L bevorsteht, ohne sich darüber im Klaren zu sein, ob dieselbe bei fallendem 

f: oder steigendem Course sieh vollzielien wird, so kann er ein zweiseitiges 

t ■ Prämiengeschäft abschliessen, d. h. er zalilt eine Prämie für das Recht, mit 

t dem gegenwUi^rig notirten Course eine (Quantität eines bestimmten Börsewerthe8 

u beziehen oder liefern zn können. In diesem Falle verkauft er dann bei ge^ 

E stiegenen Coursen oder kauft bei gefallenen Coursen, je naclidem sich hiezn' 

t - Gelegenheit bietet. Er kann auf die Weise die verschiedenen Positionen ans- ' 

t* nützen, da er nach beiden Richtungen hin den Rücken gedeckt hat, indem 

l.%- das Risico der jeweiligen entgegengesetzten Coursrichtung auf den PrUmien- 

Z ■ zieher überwälzt ist. 

r. . Wird bei einem doppelten Prämienge Schäfte die Prämie niclit gleich zu 

fe^ Anfang des Geschäftes entrichtet, sondern am Schlüsse desselben, so wird 

fci ein solches Geschäft nictit mehr ein Präniiengesctiäft auf Geben und Nehmen 

w" . genannt, sondern eine Stellage. Derjenige Contrahent, welcher stellt, ränmt 

dem anderen Contralienten das Recht ein und verpfliclitet ihn gleichzeitig, 

eine bestimmte Quantität an Börsewerthen nach einem bestimmten Termine 

«am gegenwärtig notirten Course entweder unter Zuschlag der vereinbarten 
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»3a Anadmck der dem fTeigiingswinkel dieser G-eraden entsprechenden Tangente 
ei^bt, correspondirt nämlich mit einer gleichseitigen Hyperbel, deren Gleichung 
dnroh den Ausdruck 

!' (p, - I + l) M. ~ 1 

[ gegeben ist. Derselbe entspringt der bekannten Formel tüT die jährliche Pr&mi« 

'■- "> ''• - "' (k + ' - 

'-;. in welcher die Versicherungssumme S ^ 1 gesetzt wnrde. Wenn nnn axich 

ir in der Entgegeustellung dieser beiden speciellen analytischen Fnnctionen 

^ die Variation der Constanteu ausser Betracht kommt, so ist hierin dennoch 

P das Merkmal jener Elemente gegeben, welche das analytische Wesen des 

ganzen Problemes charakterisiren. 

Ueber das Wesen dieser gleichseitigen Hyperbel, welche die Beziehnng 
^ ■■■ zwischen der Jahresprämie einer Todesfall Versicherung und der Mise einer 
lebenslänglichen Leibrente analytisch darstellt, haben wir in der VI. Lieferung 
I,- dieses Werkes (S. 17) uns näher ausgesprochen und gleichzeitig die verwandte 

'■'j Beschaffenheit der Leibrenlen-Mise und der wahrscheinlichen ferneren Lebern- 

i. daner in ihrer fnnctionellen Bedeutung dargethan. 

r Die Gerade und die gleichseitige Hyperbel bilden nun auch die Grund- 

lage der analytischen Beziehungen zwischen der Curve der discontirten Zahlen 
£ ' der Lebenden und der Curve der Leibrenteu-Misen, nur gelangt hier die 

t- Variation der Constanten ebenso zur Geltung, wie bei der Beziehung zwischen 

f der Curve der Lebenden und der Curve der wahrseheinliohen Lebensdauer, 

E : Unseren diesbezüglichen Ausführungen in der VIII Lieferung dieses Werkes*) 

F gemäss, äussern ^ich jene diesen Umstand kennzeichnenden Functionen in 

^ den Formen 

f-, ("(t — S)* 

t , deren Wesen offenbar dem analytischen Begriffe jener beiden Linien entspricht. 

; Damach ergibt sich für die Curve der disiontirten Zahlen der Lebenden 

t und die Curve der Leibrenten-Mi.sen die beziehungsweise anttloge Beschaffen- 

j- heit, indem die betreffenden Gleichungen sich folgendermassen gestalten: 

f 15) ^'*7<'''' '■.'.;,'* "■«i ">-—J.Hx + 2C,-8C,.C, ,'-\ 

j ■ /»(( - 3)' 

f Die allgemeine Fonn tlieser (Tleicliuugen gt-langt daher durch die Aus- 

drücke 
t - -1/, V. jT -,- A untl {l>.r — ,1, \U- + •! f| - - /. 

l zur Darstellung, wobei v, ;, und /. variable Constanteu bedeuten, so das« 

•) Siehe die Formelci 4) und I!)) der Abbaudluiig : .Die Beziehung zwischei) der Curve 
der wahncheiolicben I.ebeuHdaucr uud der <'urvv der I^ebündcu nls Klemeiit einer DifferenUal- 
gjeiebung zweiter Ordnung und die liiernua fiitspriiipendeu Coiiclusioneu- (Seite 4r und ßU. 
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Die Analere im Wesen der mathematischen Beziehung zwischen 
, « den discoutirten Zahlen der Lebenden und den Leibrenten-Mispn 

'\ mit jenem der grundlegenden Relation des allgemeinen Absteibe- 

gesetzes. 
nr. 

- • Mit Riicksieht auf dip bisherigpii Ansfiihniiigen stpht ßs ausser Fiag^t 

das9 jene für ilas allgi^tneini' Ahsterbegosetz f^flteiiden Regfln im beziehnogs- 
weispn Sinne auoli anf die Beziehung zwischen der Ciirve der discoutirten 

, Zahlen der Lebenden und jener der Leibrentenniiseii anwendbor sein mümn 

L Wird nun der Umstand erwogen, dass dit^se jiegehi in ihrer Definition vom 

'■ versicherungstechnischen (-iesichtspnnkte werthvolle Ant'schh'isst; über das 

*' Wesen und den Znsammenhang der diesl>e2iigliclien Fnm-tionen zu bieten 

ir ' vermögen, wie jinch als Schlüs.'^el für die Lösuuk uianrlier lomplinirten ver 

•■ sicher ungstechni sollen Fragen sieh eignen, so mnss hierans »inf die besondere 

t Bedeutung dieser nnserer i intersuehuugen geschlossen «erden. 
' ■ Wie bereits in der vorigen Abiiandlung über dieses Themhi hervorgehoben 

t wurde, sind die analytischen Beziehungen zwischen der ^gleichseitigen Hyperbel 

i; und der Geraden für das gesamnite versiehernngsteclmiKche System vor be- 

t souderer Wesenheit, indem diese in allen Plinsen cU'sselben auftreten and 

p demgeraäss das Analogon des sich hier vollziehcndfii mathematisuhen Proceesee 

j bilden. Diese Thatsai'he wurde in der vorigen Abhandlung bei der Reserve- 

t forrael für die einfache Tnde.sfall Versicherung demoiisii'irt und hiedurol das 

U Wesen einer nntei' Zugrundelegung veramlerier l.Vnistellationen bestehenden 

f homogenen Beziehnng zwischen iler- Reserve und den Leibreutenmisen du 

u gethan. so da.ss aus den resultirenden Ergebnissen mif ein ähnliches Üeseta 

►. geschlossen werden kann, «ie wir es bei ilen originären Wahrscheinlichlieit»- 

t curven vorfinden. Wohl werden hier die Abhiingigkeiren der einzdnen 

t}_ Variablen in anderer Weise mathematisch zur lifdrung kommen und dni-fte 

r auch das Wesen der variableu Con.stanten gänzlich verschiedenen Bt:dinga..gen 

1^ Rechnung tragen, als dies bei jenen <las .Ab.sterbegesoTz c.liarakterisireiiden 

f' Functionen der P'all isi. iloch das Merkmal einer Bezieliunfr zwisohen den 

y^ gewiimilen beiden Linien wird bei allen versicherungslecbnischen (Jombi- 

■■' natinnen stets deutlich wührznuehmeii sein. 

L " ■ In Bezug auf dieses i 'harakteristikon cler versichern ngstechnischen 

k." Functionen ist besonders die merkwürdige Beschaifeuheit jener Beziehung 

L hervorzuheben, welche zwischen der einmaligen Prämie und der Leibrenten- 

f mise bei ver«nderlicliem Aufzinsnngsfae.tor be.stcht*). Wir wollen hier nur das 
ßei.spiel der einfachen Todesfallversichernng iinffihren. w diese Bese.haffen- 

) Siehe 'lit; Beiiehuüg zwisrlicii der einmaligen l'rilmii- iiml der l.piliremeii-.Mi«!' mit RöcL- 
Hcbt ftof den zu Urunde gelegten Zinefii»^. Lief, VIII. 



lieit besondere deutlich hervortritt. J>eii Formen 9) und tOl gemäsii iat be- 
kantitlieh 

P. - \ ■'!*. 1 

.W, '/.V, ,■ ^ "'"''"' '" ^ ^ '' 

Dies repräsenfiit oti'enbar (lii= (Tleiclmiiß Piner (Tcratteii. u. zw. mit 
variabler Ooiistante, soIirM d^r .•\utziiisuiigfita<'ror r nls veränderlich ange- 
aehen wii'd. 

Nimmt niHii mm an. Hhss ' eiiip eiiiziye. vom Alter .r und dpm 

variablen Anfzinsnugafartor r aMiänpipe VaiiHiile i/ hpiienret. so pr<!;ibt aich 
die Gleichung; 

19) (y +]),■- 1 resppctivr (>f + 1) (^ + 1) - 1 

worin Q 100 . (/ den veränderlichen Zinst'nss bedeutet. Dies stellt nun 
offenbar wieder die f4Ieichnng einer gleichseitigen Hyperbel dar. deren Pol 
im Anfangspunkte des Axensysrenie» »ich befindet nnd deren Halbaxe l'2 ist. 
Nmi erhalten wir aber analog der bekannten dem Absterbegeaetze ent- 
sprechenden Kegel, welche in unserer Abhandlung ^Unsere Methode der 
mathematischen Ansgleichung der Mort-alitütatafeln" I (neunte Lieferung! zur 
Darstellung gelangt und t'nlgendermassen lautet 



dll: ^')5'-)- ' 



die entaprecliemb' zwischen den discontirten Zablen der Lebenden und den 
Leibrenten mise II bestehende Korm 



all 



C^:-)(^:'-) ' 



welche ans der bezüglichen analogen (irnudforni 

•h- ~ <lx .17, 

entsjjringi und den gleichen Voranssetznngen wie diese Neclmung trägt. Die in 
den Forun-n "iOi nnd 21, dargestellten Kegeln steilen nun fileichungen einer 
vollkoninien identischen gleichseitigen Hyperbel dar. wie ijie <-!leichnng 191. 
so dass ans dieser rebcreinstimninng intercssimtc Si-hlüsse gezogen werden 
können. W'iid iiämlicb in lier Uleichnng 

.,./ + n (7 -r It l' der Wcrtli // ^yy 

im Sinne obiger TraiistVirniaiinn in Ans|innlL genommen, so enspringi die 
Relation 



der variable Zinst'nss durch den Werth 
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28) 



e"^: P'. 



^ h 

zur Darstelluug gelangen würde, während die entsprechende Grundform dem 
Wesen der gegebenen Functionen gemäss 

24) dx + da- '^-^ 

zu lauten hätte. Vorausgesetzt nun. die correspondirenden Coordinaten der 
liier verglichenen gleichgearteten Hyperbeln entsprechen in ihren stell- 
verti'etenden Functionen übereinstimmenden Altern j\ so könnten die Re- 
lationen 23) und 2-4) als Grundlage für die Berechnung der Prämien unä 
Misen bei verändertem Zinsfusse dienen. 

Unter Berücksichtigung cler vorliegenden Resultate lässt sich jedoch 
auch noch eine andere Conclusion für die Beschaffenheit der Beziehung 
zwischen der Mise und der einmaligen Prämie ziehen. Die Form 24) reprä-. 
sentirt offenbar die transformirte Grundfoi'm einer linearen Differentialglei- 
chung zweiter Drdnung, welche sich folgendermassen ausdrücken lässt 

25) f>^*' ft^" C~ '^\^ ' '^ 
so dass auch die Gleichung 

Geltung besitzt. Aus diesei* lässt sich nun J/^. eliminiren, indem für dasselbe 
deren durch cjie Variablen /^ und /• ausgedrückter Wertli gesetzt wird. Mau 
erhält daher durch Substitution der Form 

M, / die Relation / h\(^ dr 

1 _ , 1 - /• } 

r 

respective. falls aut' beiden Seiten der Gleichung der VVertli 1 abgezogen 
wird, 

27, '';Zi i + i>\e ''' <u 

• 

Wir haben es hier also mit einer zwiscrhen dreien Variablen bestehen- 
den Relation zu thun. welche dem Principe rler originären Wahrscheinlich- 
keitsourven in moditicirter Form entspricht. Durch Heranziehung der in 
Form Jl) ausgedrückten Differentialgleichung;: für die einmalige Prämie 

-^^ic >)'"-:(; ■)- c-: -.<'■)' 

ist es möglich, falls auch hier der Auizinsiingsfactor /' als variabel voraus- 
gesetzt wird, eine der in Betracht, kommenden Variablen aus der Rechnung 
zu eliminiren. Da es sich uns nun darum handelt, die Veränderung der 
Prämie eines bestimmten Alters bei verändertem Aufzinsungsfactor zu er- 
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mittein, so ist es naheliegend, dass zu diesem Zwecke die Elimination der 
das Alter darstellenden V'ariablen r vorzunehmen ist. Mit Hilfe der Form 27) 
gelangt man nun, sobald aus derselben dei- Werth vuii u\ respective von dx 
dargestellt wird, durch Substitution zu der gesuchten Relation zwischen der 
■einmaligen Prämie und dem Aufzinsungstactor : und zwar ist dieselbe durch 
eine quadratische Difterentialgleichung dritter Ordnung »usgedrückt. 
Es gelangt nämlich der Werth für f/.r und x- durch die Formen 

^ d \r - iß fix . V^ , /K ~ 1\ 

"7 • I I respective \- , d ( 1 .r 

zum Ausdrucke, so dass in der Form II i sowohl die Substitution von ./• -f 2(\ 
als auch die entsprechende Derivation nach der Variablen /• vorgenommen 
werden kann. Es ergibt sich daher die Gleichuiiir 28) 



_i- •. 



\- 2 V 



Vrfr/ 2\/- ) dr ' h dr '^ 2\ r ) \h dr / 
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if, mittelst welcher aui' direrteni Wege das ailgenieint- Veränderlichkeits-(jresetz 

'-'■.- der einmaligen Prämie bei veränderter Zinsfussgrundlage festgestellt zu werden 

vermag, wie auch mit Hilfe der Beziehung zwischen dieser und der Leib- 
rentenmise die entsprechende jährliche Prämie ermittelt werden kann. 

Auf die mathematische Beschatfenheit und Ltisung dieser Art von Ditfe- 
rentialgleichnngen werden wir in unserer Allgemeinen Tlieori*' betreffend die 
allgemeine Integration der linearen Differentialgleichungen höherer Ordnung 
später zurückkommen und wollen nur noch bemerken, dass unter den ge- 
gebenen Umständen, welche das Vorhandensein bekannter Zwischenglieder 
und deren Abhängigkeits- Verhältnisse involviren. di«» Lösung einer .solchen 
Differentialgleichung sicli weit einfacher gestaltet, uls dies bei allgemein 
gehaltenen Öuppositionen, welche das blosse Abhängigkeits- Verhältniss der 
in Beziehung stehenden \'ariablen zu kennzeichnen vermögen, der Fall wäre. 
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Das börsenmässige Prämien- und Stellage-Geschäft in seiner Be- 
deutung vom assecuratorischen Gesichtspunkte. 

in. 

Die früheren Aiislührungeii über diesen Cxe^enstaiid haben dargethan. 
dass auf Grundlage concreter, a priori gegebener Fälle Schlüsse hinsichtlich 
der assecuratorischen Beschalfenheii der Stellage zulässig sind, welche unab- 
hängig vom speculativen Wesen derselben, die Beziehung zwischen deiu 
Risico einer solchen und der hiefüi* zu leistenden Prämie zu kennzeichueu 
vermögen. 

In der durch Vereinbarung zweier Contrahenten zu Staude gekommenen 
•^gewöhnlichen Stellage ist die zur Zeit der getrott'enen Abmachung bestehende 
Wahrscheinlichkeit der erwartungsniässigen ('ursvariation durch die tix.irt«u 
Cursgrenzen gegeben, in deren Spannung gleichzeitig das Liisico des eiue^ 
Contrahenten mit der entspreelumden Gegenleistung des anderen Contrahenten 
in Uebereinstimmung gebracht ist. Durch die geringste willkürliche Verände- 
rung der Spannung zwischen diesen Grenzen würde nun beim Wachsthum 
des llisi<!0s auf der einen Seite ilie Prämie hiefüi* auf der anderen Seite 
kleiner werden und umgekehrt bei abnehmendem Kisico auf der einen Seite 
die Prämie hiefür auf «ler anderen Seite grösser werden. In der ilurch diesie 
Grenzen lixirten Cursspannung deckt sich daher jenes mit der erwartuugs- 
massigen Cursvariation übernommene Kisico des einen Contrahenten genau 
mit der in dieser Cursspannung gekennzeichneten Gegenleistung des anderen 
Contrahenten. 

Mathematisch gedaclit. bedeutet dies also nichts anderes, «ds den geome- 
trisch-analytischen Schnittpunkt zweier Linien, von denen die «one in ihren 
Ordinaten die Kiskeu. die andere in gleicher Weise die Prämien l>ei ver-* 
achiedenen, als Abscissen fungirendeu Suppusitionen djnstelli. Während also 
in diesem gemeinsamen Punkte der beiden Linien deren Ordinaten Kisico 
und Prämie der gleichen Cursspannung (genüge leisten, werden für alle 
anderen Punkte die «rorrrspondirenden Risken und Prämien unterschiedlichen 
Cursspannungen entspreelien. d. h. die Prämiendispusiiinu wird wühl ange- 
messen dem vorhandenen Risico. jedodi unnbliiingig vun d(M' Fixirung der 
Stellagegrenzen sich vollziehen. Das Wes^n rinei* derartigen Abmachung 
besteht daher in der Stellage, welche derart modiücirl erseheint, dass bei 
derselben das Recht auf Geben oder Nehmen nicht gleichzeitig eine Ver- 
pflichtung involvirt. naclidenj die Prämie im Vorhinein geleistet wMrd und in 
Folge dessen die sonst l»e>t ebenda Voraussetzung für dies<' VerpÜiehtung 
entfällt. 

In gleichem Sinne kann eine siddie AbmaeJiung als ujudiliiirt«- doppelte 
Prämie betrachtet werden, bei welcher ^iei* Curs. von «iem jiusgegangen wird. 
nach beideji Richtungen hin verschoben ersehrim. und /war wird eine im 
Vorhinein zu leistcn<lo Prämie stipulirt für da^ Recht, narh einem fest- 
^[esAtzten Termine bei (»ineni bestimmten Ihdieren (^irsr li«-ziehe]i o<ler bt^i 
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SO wird die Wahrscheinlichkeit der Oursvariation um 4 Q-nlden hinauf oder 
herunter ir il — \ und die Wahrscheinlichkeit, der Oursvariation um 5 Oulden 

hinauf oder herunter ir (1 — -I (1 — --\ sein, etc. Es ergibt sich somit als 
Wahrscheinlichkeit für die Cursvariation um 10 Gulden hinauf oder herunter 

-..--'(>-i)(i-a(' -:-)('-i)<'-i)('-;)(>-s) 

und die Prämie, welche für das betreffende eingeräumte Recht zu zahlen 
ist, wird demgemäss durch die bezügliche Wahrscheinlichkeit und die Leistung 
welche obiger gewöhnlicher Stellage entspricht, zum Ausdrucke gelangen, 

wobei die Wahrscheinlichkeit ir gleich oder kleiner als - sein kann, wäh- 

rend gleichzeitig aufGnind der hier in Betracht kommenden Relation die Form 

3 . w ■-■ 10 . W'io ^ 
als Regel gilt, worin I' eine unbestimmte Constante darstellt. 
Es gilt daher die allgemeine Formel 

„,. ,r . (i ._ 1 ) (i _ 1 ) (i _ _ J_)(l - L) 

welche den Anforderungen in dieser Hinsicht annähernd Rechnung trägt-. 
Besteht die Vereinbarung nur nach einer Richtung hin. d. h. auf Geben, 
respective auf Nehmen, so wird naturgemäss die hiefür zu entrichtende 
Leistung nur die Hälfte betragen. 

Das Princip, auf dein diese Rechnung aufgebaut erscheint, besteht in 
dem Verhältniss der abnehmenden Wahrscheinlichkeit der erwartungsmässigen 
CJursvariation zu der im Wachsthum begriffenen Oursspannung der in Betracht 
gezogenen modificirten Stellage. 

Bezeichnet daher / den Termin, a die Oursspannung und //• die Wahr- 
scheinlichkeit, so gestaltet sich unter (»onstAnten Prämissen und bei unver- 
ändertem Termine das ^'erhältniss der Wahrscheinlichkeit zur Oursspannung 
auf Grund der gewöhnlirlien Stellage folgendermassen : 

f( tr -\- : tr 

Hieraus ergibt sich 

(a + _iflf.i (jr r L:jr) n,ir 

d. h. die Produkte der Oursspannungen und der entsprechenden Wahrschein- 
lichkeiten der erwartungsmässigen (Cursvariation sind bei oonstanten Prämissen 
und unverändertem Termine einander gleich. 

In weiterer Folge liefert dies den Ausdruck 

tr . \a + a . :ir -f- ..'\//' . lIu 

Lässt man nun ./r und a gegen Null verschwinden, so kann man das 
Product :\ir . :n vernachlässigen und erhält demzufolge 
2) //' . da + a .(hr respective w . n C 

d. h. werden die Grössen tr und a als Variable augesehen, so unterliegen bei 
unverändertem Termine die Producte der C -ursspannungen und der beziehungs- 
weisen Wahrscheinlichkeiten einer gesetzmässigen Jlelation, welche in 
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Uiatytisohen OleiohuDg einer gleiuhseitigeu Hyperbel ilireu Ansdrook findet. 
Kommen dagegen veränderliche PrÜmissen bei nnverändertem Tannine in ' 
Betracht, so bild*?i <' ein*- variaMe (^oiistÄnt*. in welcher das vob den 
Prämissen abliäugigf veräuderlichi' Hi^ico sich äusserr: dann bildet thst- 
aächlich die gleiohseitigp Hypt^rbel mit vnnablei- Oonstinto die analytinrlie 
Omndlage dieser (Tes^tzmässigkeir. 

Dieser Umstand gestattet nun weitere Conclusionen hinsichtlich der 
mathematischen Strtictur dieses Gegenstandes. Wird nämlich die Ctirs3panniuig 
als constant voranagesetzt, so besteht unter Annahme constanter Prämissen ■ 
zvischen der Wahrscheinlichkeit der erwartniigsmässigen Cnrsvariation und 
«lern Termine dip RRlarion -• 

welche anf der Grimdlagf dps Verhältnisses beruht. welche.s bei zunehmendem 1 

Termine einen Wat^hsthnm der Wahrscheinlichkeit der r-rwiirtuugsmässigen 3 

Onravariation bedingt. Dieses ReHultai. mit dem obigen in Verbindung ge- •* 

bracht, liefert nnu amli ibe H-elatioii 

„.■',. 'V 

rl, li. mit anderen Worifn die Productc der OnrssjiannnHgeu und proponionaien 
Termine entsprechen gl<drli''n Wnhricheinlii-hkpifiL der erwiirtungsmüssigen 
(Juv.** Variation, 

Die beiden Keiatinnen iii und 4) liei'eni nun ant (Trnnd des gleichen 
Reohnungsprocesses wie oben die Ausdrücke 
6> " - r, und af - f'j 

welche die (Tjpichungen einer Geraden und einer gleichseitigen Hyperbel.^"« 
darstellen. Werden nun gleichwie oben variable Prämissen vorausgesetzt, aoc^^ 
übergehen '\ um) ('„ in varirtlde konstanten von iihn lieher BeschafTenheit vi^ ^ 
die obige. 

Wir gelangen da.ber. tVills iler Termin ' als gemeinsame Abscisse de^^» 
beiden Linien angesehen wirfl. zw der iiekannten Ornndform der originäre _fc . 
Wahrscheinlichkeil s-f'nrven 

i ■" 

"' „■., fi')" 

welche das (iesetz zwisilien Termin. Onr.^spannung und Wahrscheinlinhk^ js 
der erwarhingsmässigen riusvariaiion mathematisidi kennzeichnet, 

Iln.ser Beispiel, welches constantre Prämissen bei unverändertem Termrr: 
znr Vor« u.s Setzung Imt. stellt daher die partielle Int^egration dieser Grnndfc^p^c— 
dar. wobei die Differenzen durch ?]inheifeii der Cursspannnng zur ]II3^S| 
Stellung gelangen. Diese verhält nissmässig grossen Dift'erenzen gestatten a^ i, 
blos eint- halbwegs nähernngswejsc Bere<linnng der Resultate, welche jecft,^=^^ 
für den praktischen Bedarf zur .Votli him-eichen dürften, was insoferne ^^^oo 
Belang ist. als die liicdurcli gegebene einfache Art ihrer Erinittlniig gcoiSaf 



ll 

■o ist es mit Rücksicht auf obeiigeiiauiite Umstände iialieliegeiid, dass auch 
hinsichtlich der Beziehung zwiacheu der Cnrvo der Verstorbenen und der 
Carve der Sterbeuswahracheiulichkeiteu dem gleichen aualytischeu Begriffe 
entsprochen wird. 



scheinlichkeitscurven bieten, so ilass sich iu dieser Hinsicht ein weites Feld 

für eine dankbare Forschung auf dem Gebiete der matliemati sehen Wahr- 
: scheinlichkeitstheorie erschlieast. 

;.. Zur näheren Begründung der Lier erwähnten Eigenthümlichkeiten in 

der wechselseitigen Homogenität des Systemeä der originären Walirschein- 
■ lichkeitäcurven mögen die bezüglichen Formen einer Untersuchung in diesem 

Sinne unterworfen werden. 
[■ - Unter ßerücksic)itigung der iirspriinglichen Lage der Curven im Äxen- 

systeme gelangt das A\'eseu dieses merkwürdigen Zn^ammenhangea folgender- 
E> masseu zur Geltung. Aus der die Differential gl eitdinngen zweiter Ordnung 

'■■'■ charakterisirenden Grundform entspringt bekanntlich die üwischen der wahr- 

^; . scheinlichen Lebensdauer und dem Alter bestehende Relü-tion 

aus welcher durch .Substitution der W'erthe 

.-Vlic " * 1 ""0 " ""•' '■' ^ '- ' 

die üleichmig 
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entspringt, so dass blos die entsprechende Anordnung der Zeichen die Lage 
der Curve im Systeme kennzeichnet. Im AUgenieineu werden daher die der 
Porm entsprechenden Gurvon der Lebensdauerwahrscheiulichkoiten und Ster- 
benawahrscheiniiulikeiten, ob in der positiven oder negativen Sphäre des Axen- 
gyatemes sich befindend, die gleiolien analytischen Eigenschatten aufweisen 
mttssen. Bezeichnend ist hier der Umstand, dass aus der einen speciellen Form 

„- __„ (Ijt 'l 1 
" ' ' Hf 
durch Mutation der Werthe 

/ , — / , - und — -- 

die Gleichungen aller vier Curvenarten hervorgelien, so dass die Homogeni- 
tät dieser aus dem Asymptotenpaar entspringenden Curvengebilde nachg 
wiesen erscheint. Eine gleich merkwürdige Bosclnifteiiheit weist die du 



ÄMiben Relation 

_ «^ + 1 _ ■'li _ IjtJ 1 _ 

»x 'L, ' 1 — (! * X + 2C.' 

auf analoge Art wie zuvor dnrch Mutation der Werthe 

t , — ( , — ■ und _ . .- 

dargextellt werden könne», demnach zwischen jenen aus den vier halben 
Hyperbelflügehi durch A'ariation der Constanten hervorgehenden symmetrisch 
in der positiven nud negativen Sphäre des Axensystemea liegenden Curven 
der Lebenden und Verstorbenen die gleiche Homogenität besteht. Aber noch 
eine andere Eigenschaft dieser Relation weist ausdrücklich darauf hin, dass 
zwischen den auf Geraden mit variablen Constanten beruhenden Curveu und 
jenen aus der Hyperbel mit variabler Constante hervorgehenden ein engeree 
Verhältniüs besteht, als ein solches, das zwischen zwei sonst voneinander 
unabhängigen geometrischen Gebilden zu bastehen vermag. In der grundlegen- 
den Relation 

_ "'^J-J _ JA. 

drückt sich geradezu, jeden Zweifel ausschliessond, die besondere analytische 
Verwandtschaft aus, welche zwischen den durch «> einerseits und Ljr anderer- 
seits charakterisirten Curvengebilden stattfindet Bei näherer Untersuchung 
der hier in Beziehung zu einander stehenden Functionen mtias der gemein- 
same Ursprung derselben unbedingt wahrgenommen werden. 

Die den beiden' Curvenkategorien entsprechenden Gleichungen 

i,-V^ ,mcl „., = /,.<;,. 1=!-'.. 

deren gemeinsame Abscisse x + 2G' — + 86', t 

ist-, repräseiitiren den bisherigen Ausführungen gemäss nicht nur die Ciirve 
der Lebenden, beziehungsweise diejenige der Lebensdauerwahrscheinlichkeiten, 
sondern drücken mit Rücksicht auf das genannte Princip der Mutation in 
ihrer Form auch die correspondirenden Curven der Verstorbenen und Ster- 
benswahrscheinlichkeiteii aus. Wird nun erwogen, dass diese Gleichungen 
auch folgenderniassen zum Ausdrucke gelangen können: 

L, (J' ^ 2 V) = ± 8 C, . ,■ , r: und „■,. -^ + |- - "- . (J + 2 C) 

30 kann der Umstand, nicht übersehen werden, dass man es hier thatsäch- 
lich mit einer gleichseitigen Hyperbel und zweien sich schneidenden, sym- 
metrisch zu den Coordinatenaxen verlaufenden Geraden zu thun hat. 

'i Die willkiirliclic Uoimtante li «-oUwu wir <ler Kiiifuuhheit hiilber hier iiiiberaclmichtigt Usaen. 
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snin Anadrucke gelangt.. Was das Wesen dieser Cmve betriHt. 
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Nähere Untersuchungen über das Wesen der Mortalitätscurven 

und deren mathutnatisch-aualytische Beschaffenheit 

III. 

Neben deu bisher l'eälgestelllen Eigenschaften der originären Wahr- 
scheinlichkeitscurven und jenen dieselben kennzeichnenden fnuctione]len 
Beziehungen, treten noch andere wichtige Umstände hinsichtlich der Be- 
schaffenheit dieser geometrisch-analytischen Gebilde hervor, welche in ihrem 
"Wesen von grosser Tragweite für die wissenschaftliche Entwicklung der 
mathematischen Statistik sein dürften. 

Das System dieser Ciirven, dessen mathematisches Princip im Wesea 
der Differentialgleichungen zweiter Ordnung liegt, erscheint dnrch jene in 
unserer graphischen Darstellung isielie Lief. VIII, Seite 80) demonstrirten 
vier Curvenpaare durchaus nicht ersL-höpft, denn jedem derselben entspricht 
■ wieder eine unendliche Anzahl correspondirender Ciirvengebilde, deren Be- 
schaffenheit ähnlicher Art ist und deren Wesen einem homogenen mathe- 
matischen Principe entspricht. 

Ebenso wie die Beziehung zwischen der Cnrve der Lebenden und der 
Curve der wahrscheinlichen Lebensdaner sich dnrch Vermittlung der gemein- 
samen Abscisse der Beiden in einer bestimmten mathematischen Form kund- 
gibt, lässt sich auch bei Aufrechterhaltuug der Norm hinsichtlich der Abscissen- 
Gemeinsamkeit, zwischen einer jeden dieser Cuvven und einer neuen Curve 
die gleiche Beziehung festhalten, welcher Process, fortgesetzt erneuert, eine 
unendliche Anzahl Curven liefert, von denen jede derselben mit der nächst- 
folgenden in gleicher Beziehung steht. Anderer Art werden jedoch die Be- 
ziehungen sein, in welchen diese Curven jeweilig zu ihren zweitnachfolgeu- 
deii, ihren drittnachfolgenden etc. sich befinden. Wie bekannt, besteht zwischen 
der Cnrve der Lebenden und der Cnrve der wahrscheinlichen Lebensdauer eine 
bestimmte grundlegende Beziehung, welche durch den Ausdruck 



zur Darstelluug gelangt. Denken wir uns nun eine dritte Cnrve. deren Be- 
ziehung zu den beiden ersteren durch eine ähnliche functionelle Abhängig- 
keit der Coordinaten hergestellt wird, so würde sich der weitere Ausdruck 

-V-- 

e J"' 

ergeben, wobei », die Ordinate der neuen Curve beueichnet. Diese Abhängig- 
keit besteht nun in analoger Weise wie die erstere auf einer Relation, welche 
in der Gleichung 

cum Ausdrucke gelangt und daher gleichwie die Vorhergehende einem be- 
stimmten mathematischen Principe Rechnung trägt. 



_ ü*l+l _ -^'-L und — "'"'^^ - '^ 

denen andererseits die dnrcli Integration jeuer Ausdrücke ermittelten (xlei- 
chungen 

- = ^ — und •', = — — ^— i 



U 
entüpreclien. Mit ßücksicht hierauf ergibt sich daher die Relation 

dl - 



_ ir'. 1 l^ _ __-_ ^" L''' _ t;- jL^rf ^ 

nnd diese mit der anderen Relation in Verbindung gebracht, liefert die Form 
,. _ ilHü—Lijy) 

"■'. +1 __ ""''^- 
~1^ ^' >lx 

ah Beziehung zwisclien den Ordiiiaten der ersten und dritten Curve uritar 
Vermittlung der gemeinsamen Abscisse der Beiden. 

Hieraus ist zu ersehen, dass wir es hier mit einer höheren Ordnung 
der linearen J>itferenlialgleichungen zu thun haben nnd dass die Curv© der 
wahrscheinlichen Lebensdauer als Zwischenglied der Cnrve der Lebenden 
und der hier in Betracht gezogenen neuen Curve, die erforderliche Vorana- 
setzung tiir diese anders geartete Beziehung bildet. Dieser Form entspriclit 
nun jene, diese Kategorie von Uifferentialgleichungen kennzeichnende 
Grundform 






ttnd zwar bezeichnet dieselbe jene Bedingung, welche den linearen Differential- 
gleichungen dritter Ordnung zu Gnmde liegt. 

Beatehen ferner zwischen zwei zu einander in Beziehung stehenden Curven 
zwei Curven als Zwischenglieder, so findet unter Vermittlung der gemein- 
samen Abscisse zwischen den Ordinaten der Beiden eine Beziehung statt, 
welche aU Bedingimg des Wesens einer linearen Differentialgleichung vierter 
Ordnung gilt u. s. f., so dass man zu folgender allgemeinen Regel gelangt: 
der mathematische Begriff der f u u c t i o n e 1 1 e n Form, durch 
welche das Wesen zweier in diesem Sinne zu einander in Be- 
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nan mit Kficksiclit auf die Beschaffeuheit ihrer CoefHcienten das Auologon 
jener Differentialgleichung dar, welche der Beziehung der zwei näohaten 
Cnrven ohne Zwischenglied Genüge leistet. Die eigentliche DifFereatial- 
gleichung dritter Ordnung, welche der Beziehung zwischen zweien durch ein 
Zwischenglied getrennten Curven Genüge leistet, resultirt aus ohigen 
Gleichungen, sobald anstatt der einfachen Variablen z deren erster Differential- 
qnntient z' aus der Rechiumg eliminirt wird. Es ergibt sich »odanu die 
Gleichung 

="■ + <" - «' - !' •"■ + (f - :* ^ - 1'' ' " " 

SO dass in ; die Ordinate der ersten Curve und in den bezüglichen CoHficieuteu 
der fnnetionelle Ausdruck der Ordinate der mit dieser in Beziehung atehendeu 
zweitnäehaten Curve erblickt werden kann. 

Mit Rücksicht hierauf lässt sich die allgemeine redncirte lineare 
Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form 

näher bestimmen, indem die Coi^ficienten, den gegebenen Functionen von 

« nnd [i gemäss, durch 

■l' 'i «' (i^ 

a — '- - ^(x) und 'y — {J — ~ ■-. i({x) 

ausgedrückt worden. Durch Verbindung dieser beiden Helatioueu ergeben 
sich sodann die Gleiclinngen 

^ „ ^^^».j ■= ^- + 1^ und |i' - M* — 'M\ ~ W) - 

aus denen [i als Function von i ( /j und •!( (.r) resultirt, sobald a als bestimmte Function 
von X gegeben ist. Da nun bekanntlich schon die Integration der linearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch den bestimmten Werth 

^ 2_ 

* ".r + 2C' 
bedingt i.st, so werden die beiden obigen Gleiclmiigen zur Feststellung der 
fnnotionellen Bescliaffenheit von ^ auf Grund der beliebigen Functionen 
}{jr) nnd Kj) einerseits und zur nummerischen Bestimmung der Constante 
andererseits dienen. Auf diese Weise gelangt man wieder zu einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung von der iYrm 



deren Integration bekannilich ohne weiters durchgeführt werden kann. Es 
ist naheliegend, dass auf gleiche Weise lineare Differentialgleichungen vierter, 
fünfter und nter Ordnung gleichfalls auf eine oder mehrere Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung von gemeinsamen Ursprünge zurückgeführt 
werden können, so dass hiedurch die allgemeine Frage der Integration der 
linearen Differentialgleichungen höherer Ordnung erschöpft erscheint. 



wird durch die stetig wachsende Bevölkerung nur erhöht. Dieser Einfluss 
der wachsenden Bevölkerung macht sich in jeder Hinsicht geltend. Die 
Werth Verminderung des Geldes wird durch die zunehmende Production * 
des Edelmetalles verursacht, bleibt aber im grossen Ganzen immer hinter 



Kecbnung tragen, um so wichtiger erweist sich demnat^ii die Uestaitung der 
Differenzen dieser beiden Werthe bezüglich der Continuität ihres Verlaufea; 
denn thatsächlich stimmen diese unter gewissen Umständen blos annähernd 
mit den wahren Werthen überein, zumal sie in ihren Differenzen noch immer 
die Merkmale ihres Ursprunges an sich tragen und in denselben zum Theile 
den gleichen Mangel an Continuität des Verlaufes aufweisen, wie die ursprQng- 
liehen Werthe h und 61, deren Functionen sie repräsentiren. 

Der Charakter einer Sterbetafel hängt also hauptsächlich von der Be- 
schaffenheit der Veränderungen ab, welchen die in ihrem Werthe stets posi- 
tive, variable Constante 

^ = ft ~ Ä, 
unterworfen ist, während andererseits die Grössen beschaff enheit dieses Werthes, 
sowie die continuirliche Veränderung desselben mit dem Wesen der vollstän- 
digen mathematischen Ausgleichung zusammenhängt. 

Wir wollen nun versuchen, das Gesetz der continuirüchen Veränder- 
lichkeit dieser variablen Constante auf Grund weiterer Anhaltspunkte zu 
bestimmen. 

In der Abhandlung „Unsere Methode der mathematischen Ausgleichung 
der Mortalitätstafeln" Xll haben wir zum ersten Male jene allgemeine alge- 
braische Bedingung für die exacte Ausgleichung der Sterbetafeln zur Dar- 
stellung gebracht, welche bei Erfüllung dieser Voraussetzung allen dies- 
bezflglichen Anforderungen im weitgehendsten Sinne zu entsprechen vermag. 



Reflexionen Ober unsere Formel, betreffend die exacte Aus- 
gleichung der Mortalilätstafeln. 

111. 

Die bisherigen Untersuchungen führten zu dem interessanten Ergelh 
nisse, dass unsere bekannte algebraische Bedingung 9^), mittelst deren die. 
exacte Ausgleichung der Mortalitätstafeln sich vollzieht, einer bedeutenden 
Vereinfachung zugänglich ist, sobald der hier geltende Umstand der suppo- 
nirten Jahresintervalle fQr die Abscisse der Mortalitätscurve in seinen Con-, 
Sequenzen verfolgt und dessen Wesenheit Iflr die Feststellung einer conti-, 
nuirlichen Veränderung der variablen Constanten-Differenzen ß in Betracht 
gezogen wird. 

Indem die allgemeine Function einer mittelst der durch je ein Jahres- 
intervall sich unterscheidenden Ürdinaten der Absterbecurve gekennzeich- 
neten Flächendifferenz in Rechnung gezogen wird, Ist es möglich, die beiden 
variablen Constanten b und fri aus der algebraischen Form, welche die exacte 
Ausgleichung bedingt, zu eliminiren und jenes durch dieselben ausgedrückte ' 
mathematische Element durch eine neue Variable darzustellen, deren Ab- 
hängigkeit sich in einer directen Beziehung zur jeweilig gegebenen wahr- 
scheinlichen Lebensdauer te^ äussert, 
r Auf diese Weise übergeht die bekannte Formel f) in den Ausdruck: 

'«-"' + «'0-") + " = ° 

in welchem der Werth 

^ *i, 1 + ITj. 4- 1 V / 

V im Wesen die gleiche Bedeutung besitzt, wie die variable Constanten-Diffe- 

i renz ß in Bezug auf die ursprüngliche Formel, Die Vereinfachung der Rech- 

\ nung aber besteht hauptsächlich in dem Umstände, dass in der Variablen M 

? der Begriff der Abhängigen sowie derjenige der continuirlichen Constant«n- 

t Differenz functionell vereinigt erscheint, so dass man es hier blos mit einer 

\ Beziehung zwischen zweien Grössen zu thun hat, während bei der Gleichung f) 

\ neben einer solchen Beziehung noch das Wesen einer veränderlichen Con- 

^ stante in Betracht kommt. 

Versuchen wir nun obigen Ausdruck derart zu translormiren, damit 
dessen LOsung auf möglichst einfache Weise sich vollzieht. Wie ersichtlich, 



beim HeDscben in seiner geometiisch-analytiBchen Beacbaffenheit insofern voll- 
ständig znr Darstellung, dass aus den beiden einander entsprechenden Functionen . 
von Wj. und v^ die Relation zwischen zweien dem origininären CurTensysteme 
entspringenden Curvengebilden, von denen das eine in seiner fiinctionellen Grund- ' 
läge modificirt erscheint, zu entnehmen ist. Es tritt hier nämlich hinsichtlich 
der functionellen Beschaffenheit der beiden Curven ein ähnlicher Fall, ein, wie 
bei jener Form, welche die Beziehung zwischen der Curve der wahrscheinlichen 
Lebensdauer und jener der Misen der lebenslänglichen Leibrenten darstellt. 
Während nämlich zwischen den discontii-ten Zahlen dei' Lebenden und den MJaen . 
der lebenslänglichen Leibrenten die ßelation 

-/- 

besteht, gilt für die analoge Beziehung zwischen den Zahlen der Lebenden und 
den ferneren Lebensdauer-Wahrscheinlichkeiten die Form 

Eliminirt man daher die Zahl der Lebenden Lj. aus der Rechnung, so. 
ei^ibt sich zwischen den Lebensdauer-Wahrscheinlichkeiten und den Misen der 
lebenslänglichen Leibrenten die interessante Relation 

15) r-'e-^'^'_e^-^^' 

welche in ihrem analytisch-geometrischen Wesen mit jener in der Form 10) dar- 
gestellten correspondirt, und zwar insofern, als hier wie dort ein variabler 
Factor die eine der beiden identischen Functionen beeinflusst Der Unterschied 
l>esteht nur darin, dass in der Form 15) der variable Factor von der gemein- 
samen Abscisse x, bei der Form 10) hingegen von der Ordinate der Curve der 
wahrscheinlichen ferneren Lebensdauer w^ abhängig ist. Die Beschaffenheit der 
Curve der wahrscheinlichen feineren Rüstigkeitsdauer ist daher eine ähnliche, 
■wie diejenige der Curve der Leibrentenmisen. Beiücksiclitigt man überdies die 
1)egi'enzte Dauer der Rüstigkeit, so wird hier der Verlauf der zeitlich beschränkten 
Leibrentenmisen dem Wesen derselben am nächsten kommen. 

Die aus dem Verhältnisse dieser Cui-ve zu derjenigen der wahrscheinlichen 
ferneren Lebensdauer entspringenden Wahrscheinlichkeiten im Zustande der 
Rüstigkeit, beziehungsweise der Invalidität zu sterben, mögen in nachfolgender 
Tafel den einzelneu Altersclasseu gemäss zur Darstellung gelangen: 



TP .. ■, »v^ri 



INHALT 



Versicherunssteehiiik. 

Seite 

Lebensversicherung : 

Mathematis(;ho Unt ersuch luigen über die qualitative Beschaffenheit 

eines Versichenmgsstockes I, II. III, IV und V 1, 9, 17, 25 und 49 

Znr Frage der Hypothekar-Lebensversicherung und ihrer praktischen 

Lösung I, U, III und IV 21, 29, 87 und 45 

Zur Frage der Vorsicherung mindei-werthiger Leben 6^ 

Alters- und Invaliditätsversicherung: 

Empirisclie Grundlagen für die Altersversicherung o7 

Feuerversicherung : 

Zur Frage einer gemeinschaftlichen Statistik in der Feuerversicherung <>1 

Fiiianitechiiik. 

Banl(- und Finanzwesen: 

lieber das Wesen des Zinslusses beim })ankmääsigen Credit 1, II 

und III 5, 13 und 87 

J)ie Verwaltiuigskosten tilgbarer Anlehen, berechnet nach Massgabe 

der Capitals- Annuität I und II 33 und 41 

Die ,,Safe Depositories'* und ihre volkswii-thsehat'tliche Bedeutung . 65 

Staatswissenschaft : 

Reflexionen über das Steigen des Zinstusses im ursächlichen Zu- 
sammenhange mit den wirthschaftlichen Verhältnissen 53 

Betrachtimg über die willkürliche Beeiniiussung der Preisbildung mit 

Rücksicht auf die börsenmässige Speculation 77 



I^i'vtolrfi&lxlOJ? Vinci CoiTJi'C^JOlrtiii^oiriL. 

Auf Seite 20, elfte Zeile von oben, soll es anstatt: 
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In dem mathematischen Ausdnicke auf Seiti; 25 in der se<"hsten "Reihe von oben fehlt rechts 

die SchlusskKammer. 



Qromnftiiii: Die HKlbemalik Im Dienste der NatlonalBkoDomle. 



Mathematische Untersuchungen ober die qualitative ßesehaf- 
feiiheit eines Versicherungsstockes. 

II. 

In der vorigen Abhandlung gelangten wir zu der Conclusion, dass jenes 
durch das Vorhältniss der Prilmienreserve-Summo zur Gesammtversicherungs- 
summe ausgedrückte Maass von Superrisico, welches sich in der spater 
erforderlichen Mehrleistung der Anstalt gegenüber der Nottopramien-Ein- 
nähme äussert, stets in angomcssenem Verhältnisse zur Dauer der Anatalts- 
thätigkeit stehen muss. 

Uebersteigt das Superrisico das entsprechende Maass, so ist daraus zu 
schliessen, dass die jüngeren Versicherungen nicht in der erforderlichen 
Weise vertreten sind, dagegen die Ulteren Versicherungen die zulassige 
Anzahl im Verhaltnisse zu den erstcren übersteigen. Damit ist aber auch 
der Mangel an der nOthlgen Selection zum Ausdrucke gebracht, da in Folge 
unzureichenden Xeuzuganges das Durchschnittsalter der Versicherungen natur- 
gemass ein relativ zu hohes wird. Erreicht jedoch das Superrisico das ent- 
sprechende Maass nicht, so ist wohl mit Rücksicht auf die überwiegende 
Jugend der Veraicherungen auf eine günstige Selection zu schliessen, doch 
vermag der Versichern ugsstock in Folge seiner solchermaassen zum Aus- 
drucke gelangenden geringen Stetigkeit nicht, sich genügend zu entwickeln 
und dergestalt jenen Anforderungen Rechnung zu tragen, welche das Frincip 
der grossen Zahlen an denselben stellt. 

In beiden Fallen wird also die qualitative Beschaffenheit des Verslche- 
rungsateckes eine mehr oder weniger ungünstige sein, da sowohl nach der 
einen wie nach der anderen Richtung hin das Missverhaitniss in der Ver- 
theilung der Risken nach Altersclassen sich in unvortheilhaftem Sinne geltend 
macht und das Wesen der l'ramienreserve als eigentliches Guthaben der 
Versicherten gelangt von diesem Gesichtspunkte aus sehr richtig zum Aus- 
drucke, indem deren relativ unverhaitnissmüssiges Ausmaass mit einer ge- 
ringen Entwicklung des Versicher ungsstockos. beziehungsweise mit einer 
irationellen Gestaltung desselben Hand in Hand geht. Die wichtigste Be- 
dingung für die gute qualitative Heschaftenheit eines Versichern ngsstockes 
ist also die relativ angemessene Höhe des rechnungsmässigon Guthabens 
der Versicherton, d. 1. dio entsprechende verhivltn issmassige Prilniienresorve 
mit Rücksicht auf die Höhe des Versicherungsstockes und die Dauer der 
Anstaltsthätigkeit 

Wenn wir hier von einer relativ angemessenen Prämicnreserve-Summo 
sprechen, so ist selbstverstilndlich damit die nach den strengen Hrincipien 
der Versicherungstechnik ermittelte rechnungsniässige PrJlniienresorve gemeint. 

Dort wo die Herochnung der PrUmienreserve auf Grund einer theil- 
weisen Capitalisirung der l'ramienzuschhige (Zillmer'sche Methode) in An- 



' lieber das Wesen des Zinsfiisses beim baiik massigen Credit. 

II. 

[. Der Capitalszins findet seine sociale Rechtfertigung: in der Rolle, welcbe 

j. die Zeit in der Volkswirtfischaft spielt Während der Besitzer des Capitalea . 

•'. auf dessen Verwendung verzichtet, vermag der Schuldner aus demselben 

;v einen Nutzen zu ziehen, dessen Grösse mit der Zelt der Verwendung zu- 

; nimmt. Ein unverzinsliches Darlehen ist denn auch, wie Knies richtig bemerkt,' 

einer verschenkten Capitalsnutzung gleich zu achten und der Capitalszinp 

ist also die Vergütung für die Oberlassene Capitalsnutzung. Mit der Ueber- 

lassung der Nutzung eines Capitales ist jedoch auch die Gefahr eines etwaigen 

Verlustes verbunden, welche eine entsprechende den Besitzer des Capitales 

entschädigende Risicoprämie erheischt. Dieselbe ist theils von allgemeinen 

Umständen, die in der Rechtssicherheit und sonstigen Verhältnissen zum 

Ausdrucke gelangen, theils von bestimmten, nur in dem besonderen Falle 

auftretenden Bedingungen, wie Zahlungsfähigkeit und Vertrauenswürdigkeit ' 

der Person, abhängig. Auf diese Weise wird neben dem Ausmaasse der 

~ Vergütung für die überlassene Capitalsnutzung dasjenige der Risicoprämie 

die Höhe der Zinsen beeinflussen. Häuflg werden die Verlustchancen unter- 

[ schätzt, während die Neigung zur Ueberschätzung derselben eintritt, sobald 

'•■ Verluste an der Tagesordnung sind und eine allgemeine Panik hervorrufen, 

r wodurch der Zinsfuss oft eine ungerechtfertigte Höhe erreicht. Im Allgemeinen 

% wird jedoch bei minder vorgeschrittenen Völkern der Zinsfuss höher sein, 

i als bei solchen, welche auf einer höheren Stufe der Wirthschaft und Cultur 

i: stehen. Das Ausmaass der Vergütung für die überlassene Capitalsnutzung 

K hängt im Allgemeinen von der Nachfrage und dem Angebote ab. Insbesondere 

t " hinsichtlich jenes Credites, welcher auf dem Zahlungswillen, beziehungsweise 

^ ' auf der Zahlungsfähigkeit des Schuldcontrahenten beruht, unterliegt dieses 

[■ Ausmaass einer besonderen Veränderlichkeit, da die Bedingungen desselben 

^: in den stetig wechselnden Strömungen des wirthschaftlichen Verkehres liegen. 

t Der wichtigste Zweig des Person alcredites, der Wechselescompte, steht in 

F engster Verbindung mit den Wirkungen, welche diese Strömungen auf dem 

I' Weltmarkte hervorrufen. 

t Die mobüen Geldmittel der Banken unterliegen in ihrem Umfange ebenso 

['■ einer Veränderlichkeit, wie diejenigen der allgemeinen Speculation, da die 

f Bankinstitute blus als vermittelnde Factoren zwischen ihren Creditoren und 

[ Debitoren fungiren. Im Laufe des Jahres gibt es gewisse Zeitperioden, in 

f.^ welchen der allgemeine Bedarf an Baargeld eine ausserordentliche Ausdehnung 

L ■ gewinnt Fällt nun derselbe mit einem jener Zeitpunkte zusammen, In welchem 

t die Zinsen der Anlagewertho In grösserem Umfange fällig werden, dann 

i wird der Mehrbedarf an Umlaufsmitteln durch die flüssig wordenden Ciipitalien 
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blos die Rente, hingegen im Todesfälle nacii Ablauf der PrämienzahiuogS- 
dauer blos das Capitai zur Auszahlung gelangt 

Ueber die Höhe des versicherten Capitales entscheidet einerseits die!' 
Höbe der einmaligen Prämie, andererseits das Alter des Versicherten zar ' 
Zeit der erfolgten Darlehenätilgung. Deshalb wird dasselbe mit Rücksicht ' 
auf die Verschiedenheit des Beitrittsalters der Mitglieder und der in Betracht , 
kommenden Tilgungstristen der Darlehen, sowie der HOhe derselben, stets, 
ein Variables sein. Der Betrag desselben im Verhältnisse zur jeweilig ver- 
sicherten Rente, lässt sich jedoch durch eine allgemeine Formel ausdrücken: 

Berdcksichtigt man nämlich die bekannte Formel der einmaligen Prämie. . 
für die einfache Capitals-Versicherung auf den Todesfall 
6) i>, = s[l + Jf.(i-0] 

und zieht hiebei die Verschiebung dieser Versicherung bis nach Ablauf der \ 
Tilgungstrist des Darlehens in Betracht, laut welcher dieselbe erst nach 
n Jahren des Versicherungsbestandes in Kraft tritt, so entspricht der WerJJi ' 
der bezQglichen einmaligen Prämie der Form 

n p.+. = Ä[i + i(,j. (i^i)] 

Da nun dieser Werth gleich sein muss der einmaligen Prämie der ur- 
sprünglich abgeschlossenen Rentenversicherung auf den Todesfall, so gilt 
unter Zugrundelegung der Gleichung P.^., = .P^ folgende Form für das 
relative Ausmaass des Capital werthes im Verhältnisse zur versicherten 
Jahresrente I. Demgemäss ist 

"' (o- - ß-+.) [r.+. -I- (t - ■f^-+-] 

jener Werth, welcher das versicherte Capital als Vielfaches der Jahresrente 
darstellt Diese Rentenversicherung für den Todesfall mit abgekürzter 
Prämienzahlungsdauer gestattet es, dass der Versicherte im Falle des Ueber- 
lebens der Tilgungsfrist sich darüber entscheidet, ob er auf die Rückgewähr 
der unverzinsten einmaligen Prämie oder auf eine entsprechende prämien- 
freie Capitals-Versicherung für den Todesfall reflectirt 

Eine andere diesbezügliche Combination ist jene, wo diese freie Dispo- 
sition des Versicherten über die Rückgewähr der Prämie nicht stattfindet, 
da die Prämienzahlung auf die ganze Lebensdauer des Versicherten aasge- 
dehnt und auf diese Weise neben der Rentenversicherung für den Todesfall 
gleichzeitig auch die Capitals-Versicherung für jene die Tilgungsfrist über- 
lebenden Mitglieder von Vornherein stipulirt erscheint Für diesen Fall wird 
die in der Formel 4) dargestellte einmalige Prämie ebenfalls Giltigkeit haben, 
so dass durch Division derselben, durch die Mise einer lebenslänglichen 
Leibrente sich die diesbezügliche jährliche, während der ganzen Lebenszeit 
zu leistende Prämie ergibt. Dieselbe gelangt in der Form 

K_._ (.P.-^J.t. -t.s'J.4-+.)i), 
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Die Verwaltungskosten tilgbarer Anlehen, berechnet nach 
Maassgabe der Capitals-Anniiität. 

II. 

In (1er voriKO" Lieferung haben wir die Untersuchung dieser Frage 
vom rein rechnerischen Stantipunkto unternommen, ohne auf jene Bedingungen 
ßnanzteehnischer Natur Ktlcksicht zu nehmen, welche das Wesen der Ein- 
rechnunß der Verwaltungskosten und staatlichen Abgaben im praktisch 
bankmüssig:en Sinne beeinllussen. Handelt es sich blos darum, den Baar- 
werth der Verwaltungskosten nach einem bestimmten Percentsatze der 
jrihrlicfa noch ungetilgten Capitalien festzustellen, so genügen die Formen 10) 
bis 14) vollständig zur Ermittlung dos gewünschten Resultates, und zwar 
insofern die Verwaltungskosten von der Bank selbst bestritten werden und 
mit Rücksicht hierauf beim Darlehenszinsfusse mit in Betracht gezogen sind. 
In diesem Falte Undcrt sich das Ausmaass des Zinsfusses mit den Umständen, 
unter welchen die Tilgung des Capitales sich vollzieht, wobei die jeweilig 
stipulirto Tilgungsfrist des Darlehens ausschlaggebend wirkt. 

Ist jedoch ein ßxer Zinsfuss für die von der Bank zu gewährenden 
Darlehen vorausgesetzt, indem derselbe die reine Capitalsnutzung bedingt, 
so werden die Verwaltungsgebühren in ihrer Gesammtsumme auf das Dar- 
leliencapital zugeschlagen werden müssen. In P'olge dessen ist es noth- 
wendig, deren Buarwerth im Zeitpunkte des Darlehensabschlusses auf Grund- 
lage jenes fixen Zinsfusses zu ermitteln. Wohl ist es gleichgiltig, ob die Be- 
streitung der Verwaltungskosten durch den Darlebens-Contrahcnten auf dem 
Wege eines Zinsen- oder Capitalzuschlages erfolgt, immerhin spielt dies 
jedoch vom Gesichtspunkte des praktischen Caiculs eine Rolle, welche nach 
bankmässigen Begriffen nicht unbedeutend ist. 

Wir wollen daher versuchen, die Ermittlung dieses Baarwerthes auf 
(irundlage eines fixen Zinsfusses mathematisch darzustellen und worden zu 
diesem Behufe die jeweiligen noch zu tilgenden ('apitalien in den einzelnen 
Tilgungsjahren in Betracht ziehen. 

Um nun diese Capltalswerthe mathematisch darzustellen, ist es noth- 
wendig, vorerst die Tilgungsquote in den einzelnen Tilgungsjahren algebraisch 
zu bestimmen. Uniersuchen wir daher, in welcher Weise die Jahresa nnuitilt Ä 
in den einzelnen Jaiiren zur Be.streituiig der Capitalszinscn einerseits und 
der Tilgungsquoten andererseits herangezogen wird. Der sich hier voll- 
ziehende Process ist bekanntlich ein solcher, dass der durch die Tilgung 
stetig abnehmende Aufwand an t'apitalszinsen zu einer stetig zunehmen^ 
Tilgung wieder herangezogen wird, so dass die Jahresannuität sti 



ü - » (1 + y) = K,.p 
A - » (1 + j,)' = K>.p 
£ - a (1 + ?)■ = Ä'.-r 



Ä_ „(1 + j,,-. = *:..,. y 
und da die Summe der Baarwerthe der in den einzelnen Jahren noch zu 
tilgenden Capitalien in dem Ausdracke 

zur Darstellung gelangt, so ergibt sich laut obiger Zusammenstellung hie- 
lür folgende Relation 

TR -^(i ' _L _L^_ _L_1 L^i ^ j_ l \_^iJ^ 

■ p\ -^ 14-^-^(1 +p)«-^(i+p)-»-^(l+;,)*-^---+(l+^)-t; p 

auf Grund welcher man zu der geschlossenen Form 

gelangt, deren Anwendung die LOsung der gegebenen Aufgabe bedingt. 

Es wäre beispielsweise ein Capital von 10.000 Gulden bei 
vierpercentiger Verzinsung in 15 Jahren zu tilgen. Die Ge- 
bühr ist mit 1 Permille des zu Beginn eines jeden Jahres 
jeweilig noch zu tilgenden Capitales bemessen; wie hoch 
beläuft sich der Gesammtbaarwerth derselben? 

Die einem solchen Darlehen entsprechende Annuität ergibt sich in dem 
Ausdrucke 

U = '^^yi^^^ = 899-46 
(104)'* — 1 

die Tilgungsquote am Schlüsse des ersten Jahres ist laut Form 19) 

a = K ~ Kp = 899-46 — 400 = 499-46 

demnach ist der Gesammtbaarwerth der in den einzelnen Jahren jeweilig 

noch zu tilgenden Capitalien 

und somit der Gesammtbaarwerth der Gebühr von 1 Permille 

V = 72-70 
das ist 0-727 Percent des dargeliehenen Capitales von 10.000 Gulden. 

Zur Tilgung des Capitales nebst Gebühren wird daher eine höhere 
Jahresannuität erforderlich sein, und gelangt dieselbe in dem Ausdrucke 
„ 10.072-70 (1-04)" . 004 _ ._. 

^ - (l-Oiy^ - 1 - ^^ 

zur Darstellung. 

Handelt es sich darum, den Baarwerth einer GebQhr zu ermitteln, 
welche von den jährlich eingehobenen Capitalszinsen zu leisten ist, so ist 
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Da die CapitAlszinsen im Vorhinein eingehoben werden, so werden dieselben 
folgendermaassen zur Darstellung gelangen; und zwar sind die Capitalsziosen 
ZQ Beginn des 1. Jahres Kp ^ Jt — a 
„ „ „ 2. „ K,p = R^ a (1+f) 

, 9. „ Jii, - Ä - o (1 + j>)> 
'» r » *• „ K,p = S — a (l + pY 

U. 8. f. 

ZU Beginn des n. Jabres ür,_i.j» = R — a (1 -}- p)"-' 

Nun ist aber die Summe der Baarwertlie der zu Beg:inn der einzelnen 
Jabre eingehobenen Zinsen in dem Ausdrucice 

^- - ''y + 1 + j, + (1 + y). . (1 + y)» + (1 + y) — 

zar Darstellung gebracht, so dass sich laut obiger Zusammenstellung die 
Relation 

ergibt, welche die geschlossene Form 

21) ^^--^Ml^\— •-'^■^-- 

(1 + pY p 

liefert. Vergleicht man nun die beiden Formen 20) und 21), so gelangt ma» 

zu dem Schlüsse, dass die Summe der Baarwerthe aller im Vorhinein eirm. 
gehobenen Capitalszinsen gleicb ist den einjährigen Zinsen der Summe d^i::^ 
Gapitalsbaarwerthe; das heisst 
22) IZn = p. IB^ 

Nach unserem Beispiele beträgt daher der Baarwerth der jährlich i^cz»: 
Vorhinein eingebobenen Zinsen 

IZ,i = 72704 .p = 2908-16 
ist daher die betreffende Gebühr beispielsweise mit 2 Percent der eing-^^^- 
hobenen Zinsen bemessen, so ist der Baarwerth derselben 
Ö = 58-16 
Nehmen wir nun an, dass nebst der Gebühr von 1 Pormille der ^t "^ 
jedem Jahre jeweilig noch zu tilgenden Capitatien gleichzeitig auf diejenig^^*' 
von 2 Percent der jährlich im Vorhinein eingehobenen Zinsen zu leiste^ "^ 
wäre, so werden nebst dem Capitale von 10.000 Gulden noch die Gebühre- ■^ 
V = 72-70 und G = 58-16 zu tilgen sein, demnach ergibt sich für Dies^^^ 
die Annuität 

10.130-86 (1-04)^^ ■ 0-04 

R = — 7rö4)^~i — == "^^^^ 

womit die Frage der Berechnung percentueiler Geböhren, welche seiter*** 
des Darlehens-Contrahenten in Form eines Zuschlages zum Darlehenscapit»'^ j 
zu bestreiten sind, gelöst erscheint. 



[Qhrungen der Standpunkt der Zweckmässigkeit der einzelnen Combtnation 
sowohl in praktiscti-assecuratorischer als auch in Ökonomisch-rationell 
Beziehung in Betracht gezogen werden. 

Von besonderer Wichtigkeit ist diesbezüglich der Umstand, dass 
zur Anwendung gelangenden Versicherungsformen einen greifbaren Erf 
auch jenen Versicherten gewährleisten, welche in Folge Ueberlebena t 
Tilgungstrist der Vortheile des eigentlichen Versicherungszweckes, welcl 
in der Sicherung der Annuitäten bei vorzeitigem Todesfalle besteht, nit 
theilhaftig werden. 

Obwohl dieser Erfolg im Durchschnitte ein relativ geringerer als de 
jenige der vor Ablauf der Tilgungsfrist frühzeitig verstorbenen Mitglied* 
ist, so bildet derselbe dennoch ein immerhin entsprechendes Aequivaler 
da für jene in den letzten Jahren der Tilgungsfrist Verstorbenen relati 
noch weit geringere Chancen eines solchen bestehen. Diese letzteren Mi* 
glieder sind also thatsächlich diejenigen, welche im Verhältnisse zu ihrt 
Leistung blos eine oft sehr massige Gegenleistung zu erwarten haben, den 
sie werden durch ihr Ableben vor Ablauf der Tilgungsfrist, welches oft no 
die Zahlung einer einzigen Annuität durch die Versicherungsanstalt erheisch 
des Anspruches auf jene Versicherungssumme verlustig, welche allen dii 
Tilgungsfrist überlebenden Mitgliedern im Todesfalle zukommt. Dieser Un 
stand bildet offenbar eine Anomalie, welche um so krasser hervortritt, soba. 
man die Versicherungserfolge zweier Mitglieder vergleicht, deren Ablebe 
in sehr kurzer Frist hintereinander erfolgt, jedoch bei dem einen wenif 
Tage vor, bei dem anderen wenige Tage nach Ablauf der Tilgungsfrit 
Während nun der Tod des ersteren Mitgliedes blos die Vergütung ein« 
einzigen Annuitätenquote zur Folge hat, ist mit dem Ableben des letztere 
der Anspruch auf die ungleich höhere Versicherungsumme verbunden, Ei 
um wenige Tage früher erfolgter Tod hat daher in diesem Falle einer 
empfindlichen Verlust für den Versicherten zur Folge. 

Dieser Anomalie kann derart abgeholfen werden, dass der Versicherungs 
erfolg von Vorneherein in seinem Minimum begrenzt wird, und zwar etwa 
in der Weise, dass die geringste Leistung der Versicherungsbank im Todes- 
falle des Versicherten in der unverzinsten einmaligen Prämie, welche nach 
Ablauf der Tilgungsfrist fällig wird, besteht. Stirbt daher ein Mitglied kurz 
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Die Verwaltungskosten tilgbarer Anlehen, berechnet nach 
Maassgabe der Capitals-ÄnnuitM. 

IIL 
Betrachtet man das Wesen der bisher dargestellten Formen betreüend- 
den Baarwerth der in jedem Jahre jeweilig noch zu tilgenden Capitalien 
einerseits und den Baarwerth aller im Vorhinein eingehobenen Capitals- 
zinsen andererseits, so lässt sich eine bedeutende Vereinfachung derselben 
herbeiführen, sobald man den Werth 

(1 +i')"Tr 

welcher aus der einfachen Form für die Tilgung eines Capitales hervorgeht^ . 
in Betracht zieht. Darnach können die bezüglichen Formen 20) und 21) . 
dnrch Substitution des vorliegenden Werthes in dieselben folgendermaassen 
zum Ausdrucke gebracht werden 

l'ß. = l(ir(l +p)_ „a) 
und iZ. = K (1 + f) — na. 

Zieht man ausserdem die bekannte Relation 
a = S - Kp 
in Betraclit, so ergeben sich für diese beiden Formen die Relationen 

2- ß, = 1 [k (1 + «) (1 + ^) _ „ (K + A)] 

in welchen blos die gegebenen einfachen Werthe, und zwar das Capital K, 
die Annuitilt Ä, der Zinsfuss P = 100^ und die Tilgungsfrist n in Berück- 
sichtigung gelangen. Handelt es sich darum die semestrale Einhebung der 
Zinsen in den beiden Formen rechnungsmässig zu statuiren und zwar derart, 
dass der supponirte jährliche Zinsfuss unverändert bleibt, so ist es notb- 
wendig den Sem estral zinsfuss diesem entsprechend zu ermitteln. Dies erfolgt 
derart, dass der gesuchte Semestralztnsfuss auf zwei Termine mit dem Jahreszins- 
fusse auf einen Termin in Relation gebracht wird und es ergibt sich daher 

(1 + 9)" = 1 + i> resp. q = V T^J - 1 
als der dem Jahreszinsfusse p entsprechende Semestralzinsfuss. Die genannten 
Formen erleiden durch die semestrale Einhebung der Zinsen, welche auf 
Grundlage des unveränderten Jahreszinsfusses p erfolgt, keine Aenderung, 
da deren mathematische Werthbeschaffenheit durch diesen Umstand nicht 
tangirt wird. Nur dann, wenn der Semestralzinsfuss selbsständig supponirt 
wird und in dem halben Jahreszinsfusse zum Ausdrucke gelangt, werden 
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wendig den Baarwertb jener Differenz zwischen Darlehens und Pfandbrief- 
zinsluss, welche sich während der gesammten Tilgungsdauer ergibt, festzu- 
stellen. Wird daher der Dariebenszinsluss mit P — 100 j>, der Pfundbrief- 
zinsfuss hingegen mit i'i = 100 ^i gekennzeichnet, so liefern die Formen 
_ K(l+p)-. j, _ K(l+ f.)- . p, 

(1 + y). _ 1 ■"> (1 + p,)- - 1 

die Annuitäten für die Tilgung mittelst Darlehenszinsfuss einerseits und die- 
jenige mittelst Pfandbrief zinsfuss andererseits. 

In der Differenz der beiden Annuitäten Ä — A, ;= r ergibt sich nun 
die von der Bank in Ansprach genommene Provision in jährlichen gleichen 
Quoten, deren Fälligkeit zum Schlüsse eines jeden Tilgungsjahres in Betracht 
zu ziehen ist. Soll nun der Baarwerth sämmtlicher, während der Tilgungs- 
frist solchermaasson entfallenden Quoten ermittelt werden, so wird die ent- 
sprechende Rentenform zum Ziele führen, und zwar repräsentirt 

„ (1 +?)■-! . , 
(l +!>)• .p 
den Baarwerth sämmtlicher jährlich fälliger Annuitäten-Differenzen, daher 
den Baarwerth der gesammten, der Bank zufallenden Provision. 

Der Percentsatz, in welchem dieser Baarwerth der gesammten Provision 
zum Baarwerthe der gesammten jeweilig noch zu tilgenden Capitalien sich 
befindet und den wir mit 7t bezeichnen wollen, gelangt nun durch die Form 
_ 100 ■ ft, 
'^ ~ y B. 
zum Ausdrucke, so dass es der Bank möglich wird, auf Grundlage desselben 
die jährliche Provision im Verhältnisse zum jeweiligen Capitalsausstande zu 
berechnen und solchermaassen auch das Verhältnis» der staatlichen Gebühren 
und Abgaben zum Pro visions- Erträgnisse festzustellen. 

EineBankgewährtbeispiels weise einDarlehen von 100.000 
Gulden bei 4V2Percentiger ganzjähriger Verzinsung derart, 
dass dasselbe innerhalb 30 Jahren zu tilgen ist, wobei die 
Zinsen im rechnungsmässigen A usmaasse zum ganzjährigen 
Zinsfusse semestral zu entrichten sind, die Tilgung jedoch 
jeweilig zum Jahressch 1 us se erfolgt. Die zur Deckung des 
Darlehens ausgegebenen Pfandbriefe repräsentiren dem 
Curse gemäss eine Jahres Verzinsung von 4 Fercent; in 
welchem Verhältnisse steht die zwischen dem Darlehens- und 
Pfand briefzinsfusHo sich ergebende Differenz als Provision, 
zur Summe der Baarwerthe der jeweilig noch zu tilgenden 
Capitalien? 

Während dem Darlehenszinsfusso eine Annuitätenquote von li = (il3!l-15 
entspricht, liefert der Pfandhriefzinsfuss eine solche von . . . Ä, = .'^783^J1 
daraus ergibt sich die Differenz in dem Werthe 
)■ --= ;t5(i-14 
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\W*nji wir nun für die obigen rechter Hand stehenden Ausdrücke ent- 
sprechende Abkürzujigen wählen, und dieselben durch die Functionen 

X =^ A (//, h, c, J, ... (], 2h ^) z =^ B (//, q, p, . , , d, c, b, z) 

r ^= 4' (7, ;;, ... d, c, ?>, <i, x) ' z =^ V (b, c, d, , , , p, 7, u, z) ' 

?( ^ ^ (7>, a, </, ??,... c/, c, ff) /• = ^ (^</, (1, b, c. d, , , . p, r) 

n = ]'J [c, d, , . , p, (j, a, bj u)''''r = (p, ... d, c, b, a, </, r) 

ausdrücken, sind 

./; ^= E ^ O^y ^? ^y ^^j • • • ^h V: W) "^ E ^ (7? P? • • • ^? ^» '^ ^' LH) 

n :=. k n = A- 

/( :^ Jj A (/>, 6/. 7, /?,...(/, r, [/]) ^=: J] ^ (c, rf, ... /^ 7. (i, b. |/]). . . 

u. s. f. r =: J] 4> (7, r/, b, c, d, ... j^ [oj) = J] (p, . . . t/, c, 6, a, 7, [t))), 

die denselben entsprechenden Ersatzgleichungeli, wobei die Werthe w, ;/, / . . 
.... die hiezugehörigen erstell Näherungswerthe bedeuten, weshalb sie zum 
Unterschiede von den Uebrigen mit Klammern versehen sind. Oifenbar hat 
uns hier hauptsächlich die Substitutionsmeth()de zum Ziele geführt und ent- 
spricht dieselbe auch in Betreif der Einfachheit und Continuität der Ersatz- 
gleichungen unseren Anforderungen. Der nächstei'wähnte Fall behandelt jene 
(lleichungen, deren Bestimmungsgleichungen drei oder mehrere Functionen 
einzelnen Unbekannten in sich fassen. In diesem Falle wird also die all- 
gemeine Gleichung folgendermaassen dargestellt werden müssen : 

a = a {j) + ß (//)> 7 (f) + S {n) .... 

h = e (.,.) -f X (2/) + [1 (i') + V {u) 

c = (0 {s) -(- <; (y) 4- {z) + I {u) .... 

d -= •/. {j) -\- 9 (//) + ^ {z) -f -/ (yf) 

l^m nun die Li>sung dieser (lleichung durchführen zu können, müssen 
wir vor allem die Näherungswerthe der vorhandenen Unbekannten auffinden, 
welches dadurch erm()glicht wird, dass wir in der Gleichung für die Werthe 
aller Unbekannten eine einzige mögliche Zahl t einsetzen, wodurch wir eine 
I Delation erhalten, welche uns das Vei'hältniss der Summen der verschiedenen 
Functionen ein und derselben Unbekannten angibt, d. h. : 
a {x) -{- £ {^) -{- ^> (^') + ^ (^) •• = *« 

ß (//) + >^ (y) + C (!/) + T iy) .. = K 



i^) 



(i) 



7 iz) + |JL (z) -f c, (^) -j- ^ (^) .. = /c^ ^ — y 

U. S. f. 



n 



• • • 



wobei k^ \- k^ -f- k^ ~\- k .^ ^= P ist. Soll nun P der Summe der (Irössen 

TD 

a, b, (\ (/,... gleichkommen, so müssen wir den Quotienten-p = p in Rechnung 
bringen, wol)ei B^^a-{-b-\-c-]-d,,, ist. Es wird demgemäss 
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« - (ß" (y) + 8« (w) . . .) = a (^) + T (^) 
fc - (e« (;r) -f- X„ (y) . . .) = (i. (2:) + v (?^) 

c - (ü)„ (a?) + 0« (^) . . .) = T (u) + ; (2/) 
ei - (f , (ß) + •/„ (ti) . . .) = ? (y) + X (/) 

U. 8. f. 

« — (T" (^) + ßn (y) . . . = a (a?) 4- 5 (t«) 

*5^ — (>^n (y) + Vn («)... = 11 (^) -f £ (:i) 

c — (ü)„ (a:) -|- T« (ti) . . . = g (y) + ^3 (^) 

d — (x„ (o;) 4- '}n (^) . . . = X («) + ? (iS^) 

U. 8. f. U. S. f. 

a — (ot,. (ar) + 8„ (e*) . . .) = ß (y) + T (-2^) 
b - (v„ (u) 4- (in (xr) . . .) = s (a:) + X (y) 
C — (o„ (£r) -f ;„ (y) . . .) = t (u) 4- (0 (a:) 

^ -- (Tn (y) + Xn (Z) . . .) = 1> (^) + / (W) 

u. s. f. 
« - («n (^) + T» (-sr) . . .) = ß (y) + 8 (ti) 

h - (fi.„ (^) + K (y) . . .) = *' W + s (a;) 

c (gn (y) + t„ (tt) . . .) = o> (a:) --}- a (-er) 

d - (Xn 00 + ^» (^) • • •) = 1> (^) 4- ? (y) 

U. 8. f. II. 8. f. 

(a a« (x) -f- ßn (y) . . .) = T (-s^) 4" ^ W ' 

ffe - [!„ (^) + 6n (0?) . . .) = V (f«) 4- >^ (y) 

(c T„ (tt) + a„ (£f) . . .) = ; (y) 4- 0) (x) 

(ß T» (y) i >^« W . . .) = ^ (^) rh ^ (^) 

U. 8. f. n. 8. f. U. 8. f. 

Die Anzahl (lie8er Relationen i8t bei n Unhekannt-en — (n ~ i); und 

können au8 den8elben auf bekannte Ai't die Wertlie der Unbekannten gefiuideji 
werden. Eine jede die8er Relationen liefert für jede Unbekannte einen Werth, 
80 da88 wir bei einer Gleielning mit n Unbekannten für eine jede derselben 

{n — i) — Wei*the erhalten, deren Mittelwerth zwar kein v(dlkonimen genauer, 

jedoch ajinähernd richtigei* Werth der betreifenden Unbekannten ist. 

Wie ersiehtlifh, k()nnen wnr bei dieser Art von (xleichungen keine 
dii'eete Jjösungsart anwenden, wir wollen jedoch darauf hinweisen, dass die 
' Lösung derselben eine viel einfachere ist, sobald gewisse gegenseitige 
Beziehungen der einzelnen in der Gleichung vorkommenden Functionen vor- 
handen sind, welche eine geeignete Transformation zulassen. 

Wir kommen endlich auf jene Gleichungen, bei denen Functionen von 
mehreren Unbekannten vorkommen, zu sprechen. Wie schon bereits bemerkt, 
hängt die Lösung derselben von deren glücklichen Beschaffenheit ab. und kann 
daher nicht allgemein dargestellt werden. Insbesondere wird die Lösung solcher 
Gleichungen, deren einzelne Bedingungsgleichungen mehi*ere Functionen solcher 
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l()sen zu können, setzen wir für die Unbekannten y und z neue Funotionen 
von X und je einer zweiteji Unbekannten; d. h. // = /' {x, A'), z ^= f (.a h) 
ein und operi ren sonach folgendermaassen. 

W'ii' erhalten dui'oh Substituten die Hleichungen 

n = fi ix, f [x. k]) 4- ß (o-, f [.r, /i]) 
( 1')) h = 7 (:r, f [x, h]) -f 5 {f[x, k\ \[x,h]) 

c=^s(f [x, kl f [x, h]) + X{xJ [x, k]) 

woraus sieh sodann je zwei (xleiehungen /; und x, wie auch zwischen k und x 
Hi'freben, von denen hauptsächlich die Jj()sunfrsmc)^lichkeit der )2^egebenen 
(rleichung abhängt. , 

Dieselben werden nachstehende Form besitzen, und ^.war den drei 
liedino;un^s^leichungen gemäss : 

(I) . . . /(A, x) = ^ [(a - ß (x. f (A, x))). x] 
(U) ..,^(h,x) = B [{a - a (x, f (k, x))). x] 

^ ■ (111) . . . /(/', x) = A [(^ ~ T (^. f (Ä, x))), f (A, x] 

(IV) . . . f (k. x) = E[(c — X (x,/ (Ä, .r))), / (/% a?] 

wobei A, B, A und tJ als reciproke Functionen von a, ß, 8 und s betrachtet 
werden müssen. 

Es hängt nun davon ab, ob aus je zweien dieser Gleichungen sich 
x durch k einerseits und durch h andererseits abgesondert ausdrücken lässt, in 
welchem Falle wir folgende Relationen erhalten : 

(12) x = W (k, a,h) = ^,x = ^ {lt. a, c) = <& 

die beiden Functicmen W und 4> müssen aber in diesem Falle entweder 
alge])raische oder transcedente sein, dürfen jedoch nicht durch eine Substitutiims- 
gleichung ausgedrückt sein. 

Es bleibt also schliesslich noch die Aufgabe gestellt, die Unbekannten 
/• und h zu bestimmen, was mit Hilfe der Gleichungen (11) ofFenbai' m()gHch ist. 

P> ergeben sich nämlich folgende zwei Relationen: 

(13) / (Ä. x)=f[W (fc, «, b\ k] = A [{a - ß (*, B [{a - a (V, ./' (Ä% V))), 9^])), V] 

(14) f (A. x) = f [<P (A, a, c). //.] = B [(a - a (^, ^ [(a - ß (*, f (A. *))), <P])\ Uq 
und hieraus, wenn F reciprok von / und 5 reci])rok von f angenommen wird, 
die beiden Ersatzgleichungen (15) : 

/• -^ '"jß^ Y (^' ("'• ^'- '')• ^^ [('* ß (^'' «• ft)^ ^ [(</- a(4''(w/, fi, 6), /(wi, W (///. ^, A))) 



V (li/. ^/. A)])] H' (wi. a. />)]) 



w zz /# 



E A ( * i^'- ^'' ^)- ^^ [a— a(4>(m,^,c).^ [(a- ß (<^(lw,r^o), f (iw, ^ (tw, a,c)), 

4> (m. a, c)]) <P {m. a, c) \ 

Ferner erhalten wir vermittels der Gleichungen 

y =r=/ (x, k) und z = \ {z. A) 
:tnit Bezug auf die beiden Gleichungen (12) die beiden Relationen : 
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Theorie nnd Lösung der irreductiblen transcendenten 

Gleichungen. 

VIII. 

Transcendente Gleirliungen mit mehreren Unbekannten. 

In den bisherigen Ausführungen gelangten wir für den Fall, als die eine 
der beiden Unbekannten x und z sich durch eine Hilfs variable ausdrücken 
lässt, zu der Ersatzgleichung 19), mittelst welcher die Ansprüche liinsicUt- 
lich einer vollständigen Lösung der Gleichung 16) befriedigt werden. Liesse 
sich jedoch in der (Tleichung 9) x durch k beziehungsweise durch h nicht aus- 
drücken, so kann ein anderes Verfahren, welches zwar ebenso genaue Werthe 
liefei^t, jedoch in der Berechmmg complicirter ist, angewendet werden. Wir 
stellen nämlich jene Eventualität in Betracht, dass verrhittelst zweier Glei- 
chungen von der Form 

(I) . . . x='S (k, x) und it = 5 (Ä% x) . , . (II) 

die Auffindung der Werthe von k und x auf eine besondere Art, ohne Rück- 
sicht auf die Beschaffenlieit der beiden Functionen möglich ist. Diese Art 
besteht nämlich darin, dass aus der einen der beiden Gleichungen (1) und (II) 
eine Substitutionsgleicliung gebildet wird, wobei die andere als Assistenzglei- 
chung fungirt, d. h. aus der ersteren der beiden Gleichungen ergibt sich die 
Ersatzgleichung 

(20) .f = E 5 {k, m) 

wogegen die zweit«» ihre Form beibehaltend, nach jedesmaliger ausführlicher 
Pi'ocedur der ersteren, d. h. nach hinreichender Erhebung des x^ mittelst des 
sich hieraus ergebenden Werthes desselben zur Hectiiication des k dient. Nach- 
dem dies vollzogen ist, wird der rectiiicii-te Werth abermals in die Gleichung 
(20) eingesetzt und ein neuer Werth des x gefunden, welcher sofort in die 
Gleicliung (II) eingesetzt, die abermalige Rectitication des Werthes der Un- 
V)eka nuten k besorgt. 

Auf diese Weise erhalten wir schliesslich durcli Wiederholung dieses 
Vorgeliens sowohl den Werth des x wie auch den des k beliebig genau, je 
nachdem, wie oft wir diese Procedur durchführen. 

Oüenbar lässt sich auf dieselbe Art auch der Werth A, wie auch aller 
anderen in der gegebenen Gleichung vorkommenden Hilfsvariablen eruiren, 
wenn nicht schon vermittels der gefundenen Werthe von k und x die Werthe 
der übrigen bestimmt werden können. 

Aber auch in diesem Falle muss man auf die Continuität der Substitu- 
tionsgleichimg Rücksicht nehmen, und überhau])t auch darauf achten, dass vor 
den zur Verfügung stehenden, die einfachste zur Geltung kommt. Aus 
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Kelatioueii (11) ergeben öicli, wie »clion beieit« bemerkt, je zwei Gleicliuiigeii 
^^wisclieii k iinil x, wie aucb zwiMcben k und x; es Kind die« folgende ^Her 
[lelrttionem 

t = F [ X, .1 [[- - p (*, if [['• - « ('-, f (j-, ^m ' ])]. *i ] 

.F[f,4[(4-7(i,fi[[<.-.(i,/(i,i))l,».])],B[[»-a{.,/(',*))|.-'ll 

<"' IT! T 

j* = g [i, £ [[a-a(x, Al[a-? (l, f (i, i))], l])l, ;r]J 

(Jtt'enbar corivspondiieii liiei- die t^iate und dritte Relation mit der 
(ileicliiing (11), wogegen die zweite und vierte mit der (jleiehuiig (l) übereln- 
* stimmen, weshalb sie aucb die beiden mit der (ileichuiig (20) oorrespondireuden 
Erstatzgleichungen von der Form : 

!rr-E|F[*,41[6--r(«i,B[[<r-a{»../(i, >»))],>»])],»[[<.-.(»,,/{(,•, «.))»>]]! 
»r_E{g[4,£[[«-X{m,4[[a-P(m,f(*,m))],m])],^|[„-p(,„,f(*,,„))],„l]j 

liefern, zn denen wir selbstverständlich die Näbeningswertbe von ü; und m, 
beziehungsweise h und w. mittels jener Methode, welche wir zur AiifKiicliuiig 
der Näbeningswertbe der Wurzeln überhaupt benutzen, eruiren müssen, bevor 
wir die Assistenzgleit'hungen; d, li, die er«te und dritte Delation der Gleichungen 
(21) in Ueclmung bringen. Es sei z. B. die (ileiohnng von der Form: 
I a = / (^ -f )/') - t- Sm !, 

' \c ^ r' + •' y^ X {X - ij) dei- Lösung zu untereiebeu. 
Setzen wir bierin ij =^ k x und z =^ h x so entsjiringt olfeubar du» 
Ei'gebnisa : 

\a -=l {x -\- /;' .7;') — C-' Sin k x 

(24) '' = ^T^+'-/r- 

Aus di'1' ersten dieser di'ei Relationen entspringt jene mit der (ileiebun ^ 

(II) curresponiUrenile Gleiebung 

,,. , 1 ^,. U (x -r Ic' x') - <(.] 
(25| K = — arc >'tn — i ■ ~ — ■ 

iu welcher der innerhalb der Klammer sich befindende Ausdrucli < 1 ist. 
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Alls ilfii ht'iileii letzteren gelieii na(;listelieii<le zwei (-iileiplimigeii 



1 + h 



h ' l + Ic' 

i {c + \ r^^Ti 



iils Erjrchiiiss ln'rvn 



Wftclic IITIH dii' SuhrititutiuiiHgleicliniig 

As«i«tenzgleiplinnp; die Helatidii (25) int. 

Ita mm aber mittels def Relatiiiiien (26) im»l (27) ani^Ii ilie (Tleioliimg 

\ X ■ berechnet weiileii kann, 

jiiis wel(Oier soiliiiiii die iler Unbekannten h entsj)re eben den IVstiminuiig«- 
gleieliiingeii liervoi'gebeii, »n int liiemit die Tiösniig vollzogen. 

Es ipit aber nirlit einmal notbwendig ilie beiden RestimTiinngsgleirbungeu 
anfzii stellen, da utt'enbar, naclidem x nnd k gefunden, oder vielmebr bestimmt 
ist, b sieli ans der ßleichiing (27) diret^t ergibt. 

Um nnn aber die Ei'satzgleirlmng (28) lösen zn künneii, beiiötliigen wir 
entstn'e.eliendei' Niibei'iingiJwerthe fiir k und x, wele.be wir anf folgende Art 
bestimmen können. Ans der ersten der drei Relationen (24) geht liervor, dass 
der VV'ertb des x unbedingt kleiner als ( — 1) sein mii.is. wenn « positiv Mein 
soll, wogegen, wenn a einen endlichen negativen Wertli l)esitzt, a.' ]> 
sein muss. 

Die letzti- der drei Relationen liefert uns offenbar den Schluss, dnas 
/■ <_ 1 «ein muss, wenn die (Tleiclmng (23) relle Wurzeln besitzen soll. 

Diese beiden Anlmltspunkte führen uns auf folgende Art zum Ziele: 

Es sei daher a ^ — 1 5^3 und c ;= 20 

In diesem Kalle wird j; > oder ie= d und /v < 1 oder k ^ 1 — d^ 
sein müssen, woiin '/ und </, positive Zahlen lieliehiger Clnisse l)edeuten 
können. Substitnii-en wii- rliese Wet+he in lUe Gleichung (27). d. h. 

1 -f- /i = / (o 4- j' y' 1 - i:) HO ergibt sieh 

1 -]- /, .-^ ^- / [r, -\- ,1 \J<I,) welche (jUelchung 
für d .-= il. -= 1 uns den Ausdruck 

I + » = '(« + 1) 

liefert, welcher wieder in die Relation 

(25) suljstitiiirt den Ausdruck 






l(c + 1) -ij i+k' 



ergibt, d. h. ; 



(31) i-^ E^(j: «.. W«[(/ (... -|. .' .r', + l) ...-]) 

lipfei-t ims den iv.-titioiiteii W'ei-tli /; = 0-599 • ■ . 

Wiril min tliew PriH^ediir ins zu cititT jfi'winHfn liiin-finlu-iiilcu (ieiianif;- 
kfit i'i)rtsc'"'tzt. sn erlmlti-n wir wclilii-sslicli ilii- Wertlif vini /• nml x. wi'lclif 
s..wi>lil i\fv (ilciHmiipr(28) iilsiiucli (l.T Glt'iclinuff (31) ivs]». (25) fntK|)rfcli*-n. 
Mit Hilft- iliesff heiileii Wci-tlii' iiiiil der fTlficliiiiig 

'* ~ l ' (••■ ^r ^ V -*J ' '^'■"""■" "■'!■ '-"'1'""' •'"':'' ^' 
bfstiiniiH'd, SD (lass die Ijiisiiug liiemit vidlzogeii ist. 

Xaiditrii;;litdi wulleii wir nmOi auf die Ci)iisei|ueiizeii der HcMelialt'i'iilieit 
der Fuiiittiijiien J/. =/ (/f. x) . z = ^ (h. jn) . . . . iiufnierksiiiti maclieii; 

und zwar: Um eine Flexibilität dieser Functionen, d. Ii. eine zu RrDSne Varia- 
bilititt der Wertlie derselben, in Bezug auf /,• und x. resp. h und x eto. zu 
vermeiden, ist e« ratlisam. dieweliieu mit Heriieksii-htif^unj; ilires /Iweclieu so 
zu wiililen, dnss eine geringe Veriiiiderung ilirer Varialieln 3". /■, //,,,. 
keinen zu uaelihaltigen Kinfliiss auf die Werthe der l-'nnctiouen iiuwiihe, da 
liiedureli Üire (Genauigkeit leiden würde. 

Die Art der LiMung. wie wir sell.e bei den ti'ansceudenteii (ileleliungei»- 
niit nielirereu Unbekannten in Anwendung braebten. lässt es in den beidei^»^ 
letzten Fällen niidit zu. die einzelnen Uuljekaunteu allgemein und direet ans — - 
zudriii'ken. Wir müssen uns dabei' ausiiabmsweisi' bloss mit dei' numeriseliew». 
riiisuug derselben zufriedenstfllen. wenn U-'i einer äbnlielieii (ileiclinug über — 
lian]it eine Liisung mliglieli ist. 

Ks gibt nämlich (Trleielinugeii, welr.lie trotz aller erdenkUelieu Ma-s-sregelu, 
im einer Flexibilität leiden, welidie in liezug auf die imstetige Ab- oder 
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Zunahme der sieh ergebenden Werthe. keine regeli*echte Liisung znlässt, in 
Folge dessen wir uns oft nach lang\^nerigen Untersuchungen mit ziemlich 
ungenauen Resultaten begnügen müssen. 

Was nun die Wurzeln dieser Gleichungen betriift, so werden dieselben 
sowohl von der Anzahl als auch von der Beschaffenheit der in der Gleichung 
vorkommenden Functionen abhängen: die Art und Weise, in welcher dieselben 
ilirer Anzahl gemäss ermittelt und durch Grenzwerthe näher bestimmt werden, 
bleibt dieselbe, wie wir sie in den früheren Capiteln zur Anwendung empfohlen 
ha]>en. In Anbetraeht dessen, dass wir es hier mit mehreren Bedingungs- 
gleichungen, von denen eine jede mehrere Functionen von je einigen Unbe- 
kannten enthalten kann, zu tliun haben, werden wir jedoch bei der Unter- 
suchung der Einen, auf «lie Uebrigen insoweit Rücksicht nehmen müssen, als 
die durch die eine oder andere der Unbekannten l)eilingten Grenzen, auch bei 
der zu untersuchenden zur Geltung gelangen. 

Auf diese Weise wenlen schon die Maximal- und Minimalwerthe der 
einzelnen abgesonderten Glieder auf Grund der schon bestimmten apn»ximativen 
Grenzen aus irgend einer der gegebenen Beilingungsgleichungen. einer gewissen 
Limitation unterlie«:en, so dass oft schon der Vergrleich zweier Functionen 
untereinander hinreichen wird, um auf die Grenzen der in denselljen enthaltenen 
Unbekannten schliessen zu können. 

Hinsiclitlich der Be.-chninkung. welcher offenbar die Anzahl der Wui-zeln 
in manchen Fällen dem Gesajjten ziifcdfc** unterworfen ist. sei daher mn'h 
bemerkt, dass es (Tleielningen gibt, welche überwiegend imaginäre Wnrzelu 

besitzen. 

Der Ursprung dieser Thatsache lässt sich hauptsachlich dadurch erklären* 
dass die aus manchen Functirmen her\'orgehenden Bedingungen in Betreff der 
Grenzen einzelner Unl>ekannten zu einander oft im Widerspruche stehen, so 
dass nidit alle Beilingungen erfdllt werden können. 

Als nothwendige Folgerung dessen muss es daher auch Gleichungen 
geben, welche schon l>ei einer minderen Anzahl von Be<lingungsgleichungea 
liinivicliend bestimmt sind. d. h. es ersetzen die Bedingungen, welche auj« 
einzelnen Functionen der betreffenden (Tleichunff hervorgehen, eine derseH>en 
zukommende Bedingiingsgleidnuig. 

Es ist daher die Moglielikeit vtirhanden. dass eine (ileiohung von ii Un- 
bekannten schon mit (n 1) IV<lingungsgleicliungen Ijestiinrat sein kann, was 
im Grunde genommen als ein bexiinderer Fall der Gleichungen im Allgeweineii 
zu beti'achteii ist. 

TranseHn<lente Gleieljung»Mi holierer Ordnung. 

Wir hal)en schon im ersten Uapitel dieser Abhandlung auf FoiK'tioiiett 
hingewiesen, welche als Ursprung von disc^mtinuirlichenSubstitutioasgleiehuii 
anzusehen sind, indem <iiesell>en bei der geringsten Yeraadermur 
belen einen unverhältnissmä-ssigeii Zuwachs ilires abi»oliiter 




PI.-" 
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Es ist nun die Frap^e, welcher Bescliartenheit jene Functionen sind, 
welche eine ähnliche Unzukömnilichkeit der Ei'satzgleichiingen nach sich 
ziehen. Die Antwort liierauf ergibt sich von selbst, wenn wir auf jene in 
verschiedenen Formen auftretenden ireductibelen transcendenten Functionen 
li inweisen, welche sich zwar einzeln in ihrem Einflüsse, rücksichtlich der 
Fiösung, beeinträchtigen lassen, jedoch keinesfalls bei öfterem Auftreten in ein 
und derselben Gleichung. 

Das Hauptcontingent zu dieser Art von Functionen liefern die Exponential- 
(irrcKssen, welche so beschaffen sind, dass sowohl Basis, als auch Exponent 
verschiedenartige, bald algebraische, bald reductibel oder in*eductibel trans- 
cendente Functionen repräsentiren. 

Hinsichtlich dessen können wir als allgemeine Formel für diese Art von 
Functionen, den Ausdnu*k 

(2) ?^ =^ [? (^)] ^^^^ hinstellen, wobei ferner auch »]> 

eine ähnliche Function darstellen kann, wie 5 ^^Ibst; in welchem letzteren 
Falle jedoch die Vorkehrungen zur Rectification der Näherungswert he an 
Complicität zunehmen werden, wesshalb wir den erste ren Fall, in welchem 
^ (x) und ^ (x) ganz gewöhnliche Functionen darstellen, von dem letzteren, 
dadurcli unterscheiden wollen, dass wir Aiisdrücke von der Form 

(3) ^ ^^ ^ [l5 . l? . ^ . • • • J ^It^i^l» langen zweiter Ordnung 

und jene von der Form 

(4) y=W [(gj K (g_) h (gj \ .. .]. Gleiclnuiffen 

dritter Ordnung u. s. f. benennen wollen. 

Auf diese Art uns eine Uebersicht verschaffend, können wir dii'ect zur 
eigentlichen Bestimmung und Rectification der Näheningsw^rthe übergehen, 
indem wir folgende Erörterung vorausschicken. 

Wie wir schon bei den contractibelen transcendenten Grieichungen bemerkt 
luiben, bietet U7is die merkwürdige Aehnlichkeit, der sich ergebenden Werthe 

l A d A . 

der beiden Quocienten j— =, und -^-^, einen Vortheil. mit dessen Hilfe es uns 

l B d B 

möglich wird, Näherungswerthe zu erreichen, welche an Vidlkommenheit, hin- 
sichtlitdi unseres Zweckes nichts zu wünschen übrig lassen. 

Diesem Umstände zufolge können wir die Relation 

l A dA 



(5) 



aufstellen, welche aber off'en- 



l B dB 

bar nur unter gewissen Bedingungen zui- (leltung gelangen wird. Die Grössen 
ui und B können hierin Functionen von unterschiedlichen Unbekannten 
repräsentiren; jedoch ist hiebei hauptsächlich zu berücksichtigen, ob die be- 
treffenden Functionen steigende oder fallende sind, d. h. ob das Differential 
derselben einen negativen oder positiven Werth ergibt; und wie sich 
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mittelst welcher die allgemeine Gleichung zweiter Ordnung (8) als gelöst 
erscheint. 

Was nun die Gleichungen dritter Ordnung anbelangt, so werden "dieselben 
auf identische Weise gelöst werden können; nur wiini die in (5) angefiilirte 
Relation zweimal in Anwendung gebracht werden müssen; d. h. 

(17) g"" = [^ (x)l '^ = (5), gilt als aUgemeiner 

Ausdruck für die Glieder einer Gleichung dritter Ordnung. Durch Logarith- 
mirung desselben erhalten wir 

/ (5), = 5' ^ 5 = (^ (P^))^ l f (x) woraus sich offenbar die 
l (9t) a (*) 

Relation r^\ = (^ ^^^) ^^^ Resultat ergibt ; logarith- 

l © [Xj 

rairen wir nun nochmals dieselbe, so ergibt sich 

7 (ct\ j Ho)» 

(18) l f^ =a.(x)l^ (x) und hieraus lf(x) = a (x). 

^"^ l^ix) 

Führen wir nun in diesem Ergebniss überall anstatt des Logarithmen- 
zeichen, das Differentialzeichen ein, so ergibt sich offenbar folgender Ausdruck: 

. d {%\ 
(19) ~d^{x) = a (X), 

d rj) {x) 

aus welchem wir durch Integration den Näherungswert!! von (J), finden; wir 
erhalten nämlich das Integral 

(20) (i^X = na(x).f^'{x)f^\x).dx\dx = JJ, 

welches nach vollzogener Integration einer gewissen Function B(x) entsprechen 
wird. Es werden demnach die Functionen B^{x), B^x), B^{x) . . . u. s. f. den 
Näherungswerthen von b^, b^, \ , . . u. s. f. entsprechen, wenn die letzteren 
der Form von (J), Genüge leisten und 

(21) y = ^ (b^, 6,, &,, 6, . . .) die allgemeine Form einer 

Gleichung dritter Ordnung darstellt. 

Es sei noch ferner bemerkt, dass eine Gleichung erst dann höherer Ord- 
nung genannt werden kann, wenn in derselben wenigstens zwei Glieder zweiter 
Ordnung oder ein Glied di-itter, vierter etc. Ordmuig enthalten ist. Uebrigens 
werden Gleichungen, welche Glieder verschiedener Ordnung in sich fassen, 
nach eben derselben Methode gelöst werden können; nur wird die Näherungs- 
relation eines jeden einzelnen Gliedes, nach der Höhe seiner Ordnung be- 
handelt werden müssen. 

Wir wollen nun ein Beispiel ähnlicher Art durchführen. 

Es sei die Gleichung von der Form 
(22) .?;^ -'""^ - ^' ^' 9- ^'^^ Vi^Hf^n, 



4) c - 7—- 

iet. Benätzt man daher die Formen 3) und 4), erhält man anstatt des Ans- 
draches 1) die Form 

für die Wahracheinlicbkeit, dass bei irgend einer Beobachtung der Fehler x 
gemacht wurde. 

Zieht man also bloss die Abweichung von jenem Punkte in Betracht, in 
welchen der materielle Punkt treffen ?oll, ohne auf die Richtung dieser Ab- 
weichung KUcksicht zu nehmen, so wird das Gesetz der Fehler>Wahrschein- 
licbkeit ausgedrückt durch das Integrale 

2j, r-\-dr _r^ »■+(//■ r^ 

Das Gesetz der Wahrscheinlichkeit wird daher allgemein dargestellt durch 
die Formel 

,_Ve r..,r 

was aueh dadurcli bentätigt wird, dass der Grenzwcith des Integrales durcli 
die Relatiiin 

00 

3 r k' 

-Je r.,r^, 

7.UI Darstellung gelangt. 
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38) ..=11 .. = 1 + ,. 

zum Ausdrucke gelangt. Hieraus entspringii dann weiter mit Rticksicbt aaf 
die allgemeine Relation 

39) 8Ci = ""'" ^" , die gleichfalls allgemein giltige Form 2C=^"'"^"~^"'''" 

tj» T„ t„ T„ 

aus welcben anter Anwendung der fixen Werthe von ti und Tg die Relationen 

40) ara — a;, = — 3 C, . 383306 und 2C=^ ^^'~^^^' 

Tg Ti 

sich ergeben, welche- den speciellen Verlauf der Sterblichkeitscnrve bedingen. 
Der horizontale Abstand zwischen dem Maximalpnnkt and Wendepunkt der 
Sterblichkeitscui've ist nämlich ausschlaggebend für den speciellen Verlauf 
derselben, da von diesem auch jene Distanz abhängt, welche zwischen der 
Geburt und dem völligen Aussterben (a^o — x .) besteht und welche bekanntlich' 
durch 8(7i dargestellt wird. 

Von besonderer 'Wichtigkeit ist in dieser Hinsicht der Werth von «, 
dessen Bedeutung in der Form 34) gekennzeichnet ist. Dieser Werth besitzt 
für den Maximaljiunkt und Wendepunkt gleichfalls fixe Wertbe, u. zw. ist 
laut 37) «1 ^ — 1089709, »8=0 so dass der Ordinatengleichnng der Curve 
15) gemäss tc^ = a für den Wendepunkt und «1= — fct Ci. 1089709 für 
den Maxinialpunkt resultirt. Für den Minimalpunkt lautet diese Beziehung 
a=^ — i . Ci M . und da u , mit Biicksicht auf den Werth t , = gegeben 

ist, indem t. mittels der Form 1) ermittelt werden kann, so ist bei bekannter 
Distanz zwischen dem Maximalpunkte und Wendepunkte auch die Beziehung 
zwischen a und h, sowie zwischen «i und ^i gekennzeichnet, so dass anter 
Berücksichtigung der allgemein giltigen Relation 18), die Werthe «, 6, «i und 6i 
bestimmt werden können, sobald der den Wendepunkt betreffende Werth der 
variablen Constante 1% bekannt ist. Schliesslich ist noch zu erwähnen, dass 
mit Rücksicht anf die Form 38) auch der dem Anfangspunkte der Sterblich- 
keitscurve entsprechende Werth mo solchermaasen bestimmt ist. Daraas 
folgt, dass zur Feststellung der Dimensionen einer mathematisch 
gesetzmäsaigen Sterblichkeitscnrve die gegebenen Coordinaten des 
Wendepunktes und Maximalpnnktes vollständig hinreichen. Da 
nämlich die Ordinate des Wendepunktes a ist, hingegen die Ordinate des 
MaximalpunkteH a -|-«i, so ist auch b und 6i bestimmt, po dass sich ftj bieraos 
ermitteln lüsst. Sind aber die Dimensionen einer Sterblicbkeitsourve vollständig 
gegeben, so genügen die Coordinaten dreier weiterer Punkte, um auch die 
variable Constante b^ für alle anderen Punkte der Curve zn bestimmen. Die 
Curve ist daher durch fünf gegebene Punkte vollständig bestimmt. 
Wenden wir nun diese Ergebnisse auf die Frage der Beurtheilung 
der in Betracht gezogenen Sterbetafel an, so gelangen wir zu folgenden 
Conclusionen. 
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